Mathematik 3: Ubungsblatt - Statistik 4 (Hypothesentests 1)

Allgemeine Vorgehensweise eines Hypothesentests:
1. Formulierung von Nullhypothese Hy und Gegenhypothese (Alternativhypothese) Hy
Festlegung des Signifikanzniveaus «
Auswahl eines geeigneten statistischen Testverfahrens
Ermittlung des Ablehnungsbereichs
Berechnung des Wertes der Priifgréfie

SN el R

Anwendung der Entscheidungsregel und Interpretation der Ergebnisse

Zusammenhang zwischen Test und den entsprechenden Hypothesen:

Hy:p>po Hi:p<po | Linksseitiger Test

Hy:p<py Hj:p>po | Rechtsseitiger Test

Hy:p=py Hi:p+#po | Beidseitiger (zweiseitiger) Test

Fehler beim Testen von Hypothesen:

Nachdem man eine Stichprobe gezogen hat, ist man aufgrund der vorher festgelegten Entschei-
dungsregel zu einem Ergebnis gekommen.

Trotzdem kann das Ergebnis falsch sein — entweder, weil die angenommene Hypothese von Anfang
an falsch war, man aber (aufgrund einer zufillig ” glinstigen” Stichprobe) zum Ergebnis kam, dass
sie stimmt, oder weil die Hypothese richtig war, dies aber (aufgrund einer zufillig ”ungiinstigen”
Stichprobe) nicht erkannt wurde.

H, ist wahr Hy ist falsch

Ergebnis im Annahmebereich Entscheidung richtig Fehler 2. Art (B-Fehler)

Ergebnis im Ablehnungsbereich | Fehler 1. Art (a-Fehler) Entscheidung richtig

Der Fehler 1. Art (auch a-Fehler) tritt auf, wenn Hy wahr ist, aber félschlicherweise verworfen
wird. Die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Fehler entspricht dem Signifikanzniveau c.

Der Fehler 2. Art (auch S-Fehler) tritt auf, wenn Hy falsch ist, aber (weil das Stichproben-
ergebnis im Annahmebereich liegt) irrtiimlich nicht verworfen wird. Die Wahrscheinlichkeit fiir
einen (-Fehler ldsst sich nur berechnen, wenn die tatsichliche Erfolgswahrscheinlichkeit p; bekannt
ist.



1. Aufgabe:

a)

Die Nullhypothese Hg : p = 0,6 soll gegen die Alternativhypothese Hy : p > 0,6 bei
einem Stichprobenumfang n = 100 und einer Irrtumswahrscheinlichkeit o = 2 % getestet
werden. Bestimmen Sie den Ablehnungsbereich.

n=100 py=0,6 a=0,02

Hy:p=po=006
Hi:p>06

Es handelt sich um einen rechtsseitigen Test. Die Zufallsvariable X (Anzahl der Treffer)
ist binomialverteilt mit X ~ B(n = 100; p).

Der Ablehnungsbereich hat die Gestalt A = {k +1,...,100}. Der Wert von k ist so zu
wéahlen, dass gilt:

PIX>k+1)<a & 1-P(X <k)<0,02
(Tabelle bzw. TR): £ =70 mit 1 — P(X < 70) ~ 0,0148
= Ablehnungsbereich A = {71,...,100}

Aufgabe 1a): X ~B(100; 0,6), rechtsseitiger Test
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Die Nullhypothese Hy : p = 0,4 soll gegen die Alternativhypothese Hi : p < 0,4 bei einem
Stichprobenumfang n = 100 und einer Irrtumswahrscheinlichkeit @ = 10% getestet
werden. Bestimmen Sie den Ablehnungsbereich.

n=100 pp=04 a=0,1

HO:p:p():OA
Hy:p<04

Es handelt sich um einen linksseitigen Test. Die Zufallsvariable X (Anzahl der Treffer)
ist binomialverteilt mit X ~ B(n = 100; p).

Der Ablehnungsbereich hat die Gestalt A = {0, ..., k}. Der Wert von k ist so zu withlen,
dass gilt:
PX<k)<a & P(X<k)<O01

(Tabelle bzw. TR): k = 33 mit P(X < 33) ~ 0,0913

= Ablehnungsbereich A = {0,...,33}



Aufgabe 1b): X ~ B(100 0,4), linksseitiger Test
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2. Aufgabe:

Ein Fufiballspieler behauptet, beim Elfmeterschieen eine Trefferquote von 95 % zu erreichen.
Um seine Behauptung zu untermauern, schieit er 50 Elfmeter.

a) Wie viele Treffer muss er erzielen, damit seine Behauptung mit einer Irrtumswahrschein-

lichkeit von 5% glaubhaft ist?
n=>50 pyo=095 a=0,05 X = Anzahl der Treffer, X ~ B(n = 50; p)

Ho :p=po=0,95
Hy:p <095

Es handelt sich um einen linksseitigen Test. Der Ablehnungsbereich hat die Gestalt
A=10,...,k}. Der Wert von k ist so zu wéhlen, dass gilt:

P(X<k)<a & P(X<Ek)<0,05

(Tabelle bzw. TR): k = 44 mit P(X < 44) ~ 0,0378

= Ablehnungsbereich A = {0,...,44}, d.h. Hj wird beibehalten (die Behauptung
gilt als glaubhaft), sobald der Spieler mindestens 45 der 50 Elfmeter verwandelt.

03 Aufgabe 2: X ~ B(50; 0, 95 ), linksseitiger Test
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Mit welcher Wahrscheinlichkeit irrt man, wenn seine Behauptung bereits bei 45 Treffern
verworfen wird?

Wird die Behauptung schon bei 45 Treffern verworfen, so ist der (nun gréfiere) Ablehnungs-
bereich A = {0,...,45}.

(Tabelle bzw. TR): P(X < 45) ~ 0,1036

= Man irrt sich (Fehler 1. Art) in diesem Fall mit einer Wahrscheinlichkeit von rund
10,4 %.



3. Aufgabe:

Eine Person behauptet, hellseherische Fahigkeiten zu haben. Um die Aussage zu iiberpriifen,
wird 1000-mal gewiirfelt und die Person muss jeweils die richtige Augenzahl vorhersagen.
Wie viele richtige Vorhersagen muss die Person machen, damit ihr die Fahigkeiten mit einer
Wahrscheinlichkeit von 99,5 % tatséchlich zugestanden werden?

Man geht zunéchst von der Nullhypothese aus, dass die Person keine hellseherischen Fahigkeiten
besitzt. In diesem Fall ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie die richtige Augenzahl rein zufallig
rat, pg = %. Getestet werden soll, ob die Person hellseherische Fahigkeiten besitzt, also ob

die tatséchliche Trefferwahrscheinlichkeit grofer ist.

n=1000 po= % X = Anzahl der richtig vorhergesagten Zahlen, X ~ B(n = 1000; p)

Es handelt sich um einen rechtsseitigen Test. Aufgrund der geforderten Sicherheitswahrschein-
lichkeit von 99,5 % ergibt sich eine Irrtumswahrscheinlichkeit von o = 0,005.

Der Ablehnungsbereich hat die Gestalt A = {k + 1,...,1000}. Der Wert von k ist so zu
wahlen, dass gilt:
PIX>k+1)<a & 1-P(X <k)< 0,005

(Tabelle bzw. TR): k = 198 mit 1 — P(X < 198) ~ 0,0041
= Ablehnungsbereich A = {199,...,1000}, d.h. die Person muss mindestens 199

richtige Vorhersagen treffen, damit Hy verworfen und ihr die hellseherischen Fahigkeiten
zugestanden werden.

Aufgabe 3: X ~ B(1000; 1/6), rechtsseitiger Test
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4. Aufgabe:

Ein Elektronikversandhindler behauptet, dass hochstens 5% aller Bestellungen spater als
vier Tage beim Kunden eintreffen. Ein Konkurrent bezweifelt diese Angabe und mochte sie
iiberpriifen. Er gibt dazu 7 Bestellungen mit unterschiedlichen Lieferadressen auf und zahlt,
wie viele davon spéter als vier Tage eintreffen. Wie lautet der Beibehaltungsbereich fiir die
Nullhypothese, wenn die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art hochstens 5 % betragen soll?

n=7 po=0,05 «a=0,05 X = Anzahl der Bestellungen (von 7), die spater als vier Tage
eintreffen

Hy:p <po=0,05
Hy:p>po

X ist binomialverteilt mit X ~ B(n = 7; p). Es handelt sich um einen rechtsseitigen Test.



Es gilt n - po(1 —po) = 7-0,05(1 — 0,05) = 0,3325 < 9. Die Bedingung fiir eine umfan-
greiche Stichprobe ist also nicht erfiillt — die Normalverteilungsapproximation darf hier nicht
verwendet werden (Gegensatz zu Aufgabe 3, wo n = 1000 grofl genug fiir eine unproblema-
tische Anwendung der Tabellen war). Stattdessen muss mit der exakten Binomialverteilung
(im Grenzfall p = py = 0,05) gerechnet werden.

Gesucht ist der kleinste Wert k, fiir den gilt: P(X > k| p=10,05) < a = 0,05

Wahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung B(7; 0,05):
7 0 7
P(X =0) = 0 -0,05”-0,95" ~ 0,6983

7 .
P(X=1)= (1> -0,05 - 0,95 ~ 0,2573

P(X>1)=1-P(X =0)~0,3017 > 0,05
P(X>2)=1-P(X=0)—P(X =1)~0,0444 < 0,05

= mit k = 2 ist die Bedingung P(X > k) < 0,05 zum ersten Mal erfiillt.

= Ablehnungsbereich: A = {2,3,4,5,6,7}, d.h. Hy wird verworfen, sobald 2 oder mehr
der 7 Bestellungen spater als vier Tage eintreffen.

= Beibehaltungsbereich: A = {0,1}, d.h. Hj wird beibehalten, solange hochstens 1
von 7 Bestellungen spéater als vier Tage eintrifft.

Die tatséchliche Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art betrégt dabei P(X > 2| p = 0,05) ~ 4,44 %
und liegt damit (bedingt durch die diskrete Verteilung bei kleinem Stichprobenumfang) etwas
unter dem vorgegebenen Signifikanzniveau von 5 %.

0.8 Aufgabe 4' X ~ B(7; 0,05) -- exakte Binomialverteilung
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. Aufgabe:

Um die Einhaltung eines Sollmafles von 15 mm fiir den Durchmesser automatisch hergestell-
ter Werkstiicke zu priifen, werden der Serienfertigung willkiirlich 30 Werkstiicke entnommen
und deren Durchmesser gemessen. Aus den Messwerten erhélt man das Stichprobenmittel
7T = 14,84 mm und die Stichprobenvarianz s?> = 0,09 mm?. Entscheiden Sie mit einer Irrtum-
swahrscheinlichkeit von 0,02, ob das Sollmaf} eingehalten wird.

n=30 p=15mm 7Z=1484mm s*=0,09mm? (= s=03mm) «o=0,02
Hy: pp=pp =15 mm
Hy:p# po

Im Gegensatz zu den vorherigen Aufgaben wird hier nicht ein Anteilswert p, sondern ein
Mittelwert i einer normalverteilten Grundgesamtheit getestet, und zwar bei unbekannter



X — 1o

S/Vn’
die einer ¢t-Verteilung mit n — 1 = 29 Freiheitsgraden geniigt (die Faustregel n > 30 fiir eine
Normalverteilungsapproximation ist mit n = 30 hier knapp nicht erfiillt).

2

Varianz o“. Es handelt sich um einen zweiseitigen Test mit der Testvariable 7' =

Bestimmung der kritischen Grenze c:

P(—c<T<c¢)g,=1—-a=098 = 2F(c) —1=0,98 = F(c)=0,99
Aus der t-Verteilungstabelle mit 29 Freiheitsgraden: ¢ = ¢ 9929 = 2,462
Annahmebereich A = [—2,462; 2,462]

Aufgabe 5: t-Verteilung mit 29 Freiheitsgraden, zweiseitiger Test
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= ~ —2,921
s/\/n 0,3/v/30
Da |ﬂ = 2,921 > 2,462, liegt der Testwert auflerhalb von A, also im Ablehnungsbereich.

Testwert =

= Hy wird verworfen. D.h. das Sollmafl von 15mm wird auf Basis der Stichprobe nicht
eingehalten — der Produktionsprozess sollte iiberpriift werden.

Anhang: Losung der Aufgaben mit R

Aufgabe 1a) — rechtsseitiger Test, X ~ B(100; 0,6):

> 1 - pbinom(70, 100, 0.6)

[1] 0.01477532

> 1 - pbinom(69, 100, 0.6)

[1] 0.02478282

= k = 70 ist der grofite Wert mit 1 — P(X < k) < 0,02.

Aufgabe 1b) — linksseitiger Test, X ~ B(100; 0,4):
> pbinom(33, 100, 0.4)

[1] 0.0912536

> pbinom(34, 100, 0.4)

[1] 0.1303365

= k = 33 ist der grofite Wert mit P(X < k) <0,1.

Aufgabe 2) — linksseitiger Test, X ~ B(50; 0,95):
> pbinom(44, 50, 0.95)

[1] 0.03777617

> pbinom(45, 50, 0.95)

[1] 0.1036168



= a) k = 44 (Ablehnungsbereich {0,...,44}); b) tatsiichliche Irrtumswahrscheinlichkeit bei A =
{0,...,45} ist 10,36 %.

Aufgabe 3 — rechtsseitiger Test, X ~ B(1000; 1/6):

> 1 - pbinom(198, 1000, 1/6)

[1] 0.004062640

> 1 - pbinom(197, 1000, 1/6)

[1] 0.005147667

= k = 198 ist der grofite Wert mit 1 — P(X < k) < 0,005.

Aufgabe 4 — rechtsseitiger Test, kleine Stichprobe, X ~ B(7; 0,05):

> dbinom(0:1, 7, 0.05)

[1] 0.6983373 0.2572822

> pbinom(1, 7, 0.05)

[1] 0.9556195

> 1 - pbinom(1, 7, 0.05)

[1] 0.04438054

= Beibehaltungsbereich A = {0,1}, da P(X > 2) ~ 4,44% < 5%, aber P(X > 1) ~ 30,17% >
5%.

Aufgabe 5 — zweiseitiger t-Test, pg = 15, n = 30, s = 0,3:

> qt(0.99, df = 29)

[1] 2.462021

> t_wert <- (14.84 - 15) / (0.3 / sqrt(30))

> t_wert

[1] -2.921187

> 2 x pt(-abs(t_wert), df = 29) # p-Wert

[1] 0.006687630

= [1] = 2,921 > ¢ = 2,462 (bzw. p-Wert ~ 0,67 % < o = 2%), also Hy verwerfen.



