Mathematik 2: Zusatziibungsblatt - Fktn. mehrerer Variablen 3

1. Aufgabe:

Berechnen Sie die bestimmten Integrale:
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2. Aufgabe:

Berechnen Sie das Volumen unter f(z,y) =y — 2x

2 rh(z)
/ / y—2x dy dez wobei g(x) und h(x) gegeben sind durch:
-2 Jg(z)

o) ::{ V1—22, falls —1<z<1

0, sonst

| VA—2? falls —2<z <2
h(z) =

0, sonst

a) Verwenden Sie kartesische Koordinaten

Hinweis: Teilen Sie das &uflere Integral in drei Teile auf. In der Skizze Sehen Sie
die Integrationsbereiche dargestellt.

b) Verwenden Sie Polarkoordinaten



Losung:

a) Als Gesamtlosung fiir das gesuchte Integral ergibt sich:

2 rh(z) 2
/ / y—2xdydr = 4+ —
-2 Jg(x) 3

Im gesamten integrationsbereich gilt h(x) = 4 — x?, allerdings ist g(x) eine
zusammengesetzte Funktion. D.h.; der Integrationsbereich fiir  muss in 3 Teile
geteilt werden, auf denen g(x) nicht zusammengesetzt ist:

o fir z e [-2,—1] gilt: g(x) =0
o fiir z € [-1, 1] gilt: g(z) = V1 — 22
o firze[1, 2]gilt: g(x) =0

Wir setzen f(x,y) =y — 2z und erhalten:
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Wir berechnen die einzelenen Integrale nun jeweils in einer Nebenrechnung;:
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b) Das Berechnen des Integrals in gewdhnlichen Koordinaten ist sehr rechenaufwéndig!

In Polarkoordinaten ist das Berechnen wesentlich einfacher. Wichtigster Lern-
schritt bei dieser Aufgabe ist also: Ein Koordinatenwechsel kann sich manchmal
erheblich lohnen.

Beim Wechsel von kartesischen Koordinaten zu Polarkoordinaten, bendtigen wir
neben dem eigentlichen Ersetzen der Variablen, noch den Korrekturterm 1.

Wir erhalten:

x=rcos(¢p) y=rsin(¢) dxdy=rdrde

Der Integrationsbereich ist ein Halbkreissegment mit Radius r € [1, 2] und Offnungs-
winkel ¢ € [0, 7]. Um dessen Fliache zu berechnen, miissen wir das folgende Integral

l6sen:
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0 J1

B
2] ™3 317 3
S A T U
Um das Integral zu berechnen, setzen wir in den Integranten y — 2z die Werte
x = rcos(¢) und y = rsin(¢) ein:

I

/y —2z dzedy = /07r /12 (rsin(¢) — 2r cos(¢p)) r dr deo
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