Mathematik 2: Zusatziibungsblatt - Fktn. mehrerer Variablen 1

Anwendung Totales Differential: Fehlerrechnung
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Tatsédchlicher Fehler
Wir betrachten zuerst die Funktion einer Variablen y = f(x)

Waihle Az infinitesimal klein, somit verschwindet der Fehler des Fehlers

df = f'(x)-de
df = fo(x)dz

Bei Funktionen mit zwei Variablen: z = f(z,y)

grad(f) ( 35 ) =Vf- ( gz ) = Vf-dF

df = fzdz + fydy

Bei Funktionen mit drei Variablen: z = f(z,v, 2)

dx dx
grad(f) | dy | =Vf-| dy | =V fdr
dz dz

df = fedz + f,dy + f.dz

Bei Funktionen mit n Variablen: y = f(z1,x2, 23, ..., Zn)

df = fmldml + fiL‘gdmg + oo + fmndmn




1. Aufgabe:

Ein Dreieck hat die Seitenlingen b =5 c¢cm, ¢ = 8 cm, o = 30°.

b
Der Flacheninhalt errechnet sich aus: A = % -b-c sin(a) A
Man berechne fiir Ab = +2%, Ac = —3% und Aa = —1° oL
c
a) den exakten Fliacheninhalt
b) den absoluten und den relativen Fehler des Flicheninhaltes, wobei hier die tatsichliche
Anderung berechnet wird (ohne Betragsbildung, also kein "worst case”). Dabei
konnen sich Einzelfehler teilweise aufheben.
Losung:
a) Exakter Fldacheninhalt:
A=13-5-8 5in(30°) =10 |om?|
b) Absoluter Fehler:
i. Bestimmung von Ab, Ac und A«
5-2 8-(-3) —-1-7 -7
Ab=——=0.1 Ac= =—0.24 Aa = =—— (B B3
100 BT “= g0 ~ sy (Besenmab)

ii. Partielle Ableitung von A = %bc-sin(a) bilden:
0A 1 0A 1 0A 1

BT = 50-511}(04) % = §b~sm(oz) 8704 = ibC'COS(Oé)

In der rein mathematischen Anwendung errechnet sich der Fehler mit dem
totalen Differential:

0A 0A 0A

iii. Fehler berechnen:
In der Messtechnik Praxis ist folgende Schreibweise iiblich:

’AA:Ab'AbJrAC-AanAa'Aa‘

AA=0.5-8 sin(30°) - 0.1+ 3 -5 sin(30°) - (=0.24) + 1 . 5 8- cos(30°) - (%)

AA ~ 0.402 [cmﬂ

iv. Relativer Fehler:

AA  0.402
— = —— =0.0402 = 4.02
1 0 0.040 %



2. Aufgabe:

Meist interessiert man sich fiir den "worst case”, wenn sich alle Fehler ihn die gleiche
Richtung addieren. Dann nimmt man iiberall die Betrége, wie in nachstehendem Beispiel:

Der Innendurchmesser D eines diinnen Rohres der Lange [ kann wie folgt bestimmt wer-
den. Das Rohr wird mit Quecksilber der Dichte p befiillt. Die Masse m des benétigten
Quecksilbers wird gewogen. Daraus kann der Durchmesser berechnet werden:

D = D(p,m,1) =

Folgende Werte werden gemessen:

e Dichte: p =13.8

g
cm3

mit der Messungenauigkeit dp = £0.8

4m
wpl

g

o Masse mg = 55.4 g mit einer Messungenauigkeit dm = +0.5 g

cm3

e Léange des Rohres: lg = 74.2 cm mit der Messungenauigkeit dl = £0.052 cm

Fragen:

a) Berechnen Sie den Durchmesser Dy mit den gemessenen Werten

b) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen von D nach p, m und [

c) Berechnen Sie den absoluten und relativen Fehler mit den oben gegebenen
Messungenauigkeiten unter Verwendung des totalen Differentials.

Losung:

a) Berechnung des Durchmessers Dy

b)

~ 0.262 cm

Do— dm 4-554 ¢
0 mpl  \/ m-13.8-5;.742 cm

Partielle Ableitungen

Do = [Am _y [T
0 apl =\ 7wpl
1

oD

om M vrep-l-m
oD m 1\ 3
o = Pm =2 ()7
oD m 1 3
=D, =2/— (=22
ol lo T ( 2) :
1
= Dy, =
" /m-13.8-74.2-55.4
m
= D, = T -0.00951
= Djy = — | s = -0.00177
mpl:

(NR: Potenz- & Kettenregel)

Ableitungen von Wurzeln

flx)=+vx = f'(x) =

2Vx

f(XJ=\E - [()=

= 0.00237

Mit Kettenregel und

1
- . 1
t ; abgeleitet = "

o
gl =
~| =



c) Absoluter Fehler
ADi = | Dy dm| + Dy dp + | Dy
dDmax = 0.00237 - 0.5 4+ 0.00951 - 0.8 + 0.00177 - 0.05

dDypax = 0.00888 [cm]
d) Relativer Fehler

dDpmax  0.00888
Dy 0.262

3. Aufgabe:

~ 0.0338 =~ 3.4%

In der Messtechnik treten sehr haufig Produkte z - y und Quotienten T auf.
Y

Man mochte deshalb wissen, wie sich hier relative Fehler auswirken (z.B. beiU=R-1I, v = ;)

Welche Regel ldsst sich hier generell (iiber den Weg des totalen Differentials) herleiten?

Hinweis:
Da sich die Fehler nicht gegenseitig aufheben sollen, wird mit Gréfit- bzw. Maximal-
fehlern gerechnet (Betragsbildung).

Losung:

Mit z = f(z,y) = zy
erhélt man das totale Differential: dz = y-dz 4+ x-dy, ’ i =

=
|>
—

woraus sich fiir den relativen Fehler des Produktes ergibt:

dz
z

yde | ady|
Ty Ty

Die Regel lautet also: Der maximale relative Fehler eines Produktes ist gleich der
Summe der beiden maximalen relativen Fehler der Faktoren.

da
z

d
+| 2
y

Mit 2 = f(z,) =~
Y
erhélt man das totale Differential: dz = —-dx — %-dy, ‘
Y Y

=
>
8

woraus sich flir den relativen Fehler des Quotienten ergibt:
d

+| 2
Y

Die Regel lautet also: Der maximale relative Fehler eines Quotienten ist gleich der
Summe der relativen Fehler von Zahler und Nenner.

dz

dx
z T

1
:'-y-dxi-y-dy‘g
Yy x Yy

Satz:
Bei der Multiplikation oder Quotientenbildung von Messgréflen addieren
sich die relativen Fehler.




