Mathematik 2: Zusatziibungsblatt 2 - Integralrechnung

5) Informieren Sie sich in Ihrer Formelsammlung, welche Integrale nicht elementar
integrierbar sind , also keine Stammfunktion fiir die Funktion existiert und entscheiden Sie,
welche von den hier angegebenen Integralen keine Stammfunktion besitzt.

Fiir die anderen Integrale geben Sie die zu verwendende Integrationsmethode an:

a) Ixze_xdx b) Ixe_xzdx c) Ie_xzdx d) J.%dx e) Ieixdx

p [ g o) [xsinxdx b [xsin@®)dx i) [sin®xdx j) [x? sinxdx

k) Isirllxdx 1) Jsizxdx m) [xln xdx n) [Inxdx o) jlnx
jlnx ) J‘ﬁdx 1) [+ Inxdx s) jx‘li:x

6) Bestimmen Sie Stammfunktionen, entscheiden Sie selbst, welche Integrationsmethode(n)
zu verwenden sind:

2) Ie‘/;dx b) N:—zdx o) jLs’gdx d) [xIn(?)dx

CoOS X

Jx dx .
e) f) jH &dx g) Imdx h) [sin(In x)dx

e+1

7) Berechnen Sie den von y = 24/x und y=+/1—x eingeschlossenen Flicheninhalt.

1
8) Die Flache unter der Kurve y =¢ 2" zwischen x =0 und x =3 soll durch eine

Senkrechte zur x- Achse halbiert werden.
An welcher Stelle schneidet diese die x- Achse?

9) Man berechne das Volumen eines Rotationskorpers, der durch Rotation einer Parabel
3. Ordnung um die x- Achse im Intervall [0;4]entsteht. Die Parabel soll die Punkte
B, (0;1), P (l;%), P;(2;3) enthalten und an der Stelle x =2 den Anstieg 1 haben.

10) Wie gro8 ist die Fldche zwischen dem Graphen von f(x) = % , der x-
sin” x+cos” x

Achse und den Geraden x =0 und x = % ?

11) Berechnen Sie das Volumen des Korpers, der entsteht, wenn die Kurve f(x) = 2xe*
fiir 0 < x <1 um die x-Achse rotiert.

12) Fiir welche a e R ist .fd—; konvergent bzw. divergent?

1
13) Bestimmen Sie im Falle der Existenz den Wert der folgenden uneigentlichen Integrale:
X2+ 3

j j = d) jcos(nx)dx e) j -

14) Bestimmen Sie im Falle der Existenz den Wert der folgenden unelgentllchen Integrale:

7[

a) Itan xdx

cosh2 +4x+9

2

b>I( el fm fm




Losung:

Aufgabe 5

a) Ixze_xdx partielle Integration (2x)  b) jxe—xzdx Substitution ¢ = —x>
X

c) I e_xzdx keine Stammfunktion d) Ie— dx keine Stammfunktion
X

X dx keine Stammfunktion

e) Iidx = Ixe_xdx partielle Integration ) I s
e’ x

g) _[x sin xdx partielle Integration h) j-x sin(x?)dx Substitution ¢ = x>

i) I sin? xdx = I(% —%cos(Zx))dx lineare Substitution 7 = 2x,

oder partielle Integration wihle: u =sinx; v =sinx

) I x? sin xdx partielle Integration (2x) k) Isirll . dx Substitution ¢ = tan(%)

1) I .x dx keine Stammfunktion m) _[x In xdx partielle Integration
sin x
. . dx . .
n) j-ln xdx partielle Integration 0) J-l_ keine Stammfunktion
nx
p) Iln—x dx Substitution ¢ =Inx qQ) Ii dx keine Stammfunktion
x Inx
2 . . dx o
r) Ix In xdx partielle Integration ) I | Substitution # =1Inx
xInx



Aufgabe 6
part.Int.

a) Subst.: t =+/x ,dx = 2xdt = 2tdt, j-e“/; de=2[te'dt = 2t-e' =2(x WG

1—-x V1-x \ll—x 1 X
b dx = : dx = dx— d.
R el et Iﬂ il Nt
—arcsinx+vV1—x2 +c, 2. Integral mit Substitution: # =1-— x?

COS X COS X . COS X cosx dt 1 1
)I J. dx, Subst.: t =sinx, J. dx = J' 2 =—Z=—— 4¢
1—cos? x sin? x sin? x COs X t sin x

d) len(xz)dx = 2J-xlnxalx = x? lnx—lx2 + ¢, mit part. Integration: u =Inx; v =x,

. dt e £3 1
e) Subst.: t =e*,dx=—, j _j —_j dt = J't—1+—dt
t e’ +1 t+1 ¢t t+1 +1
=1 —r+hft+1+c =1 - +1nex+1‘+c

f) Subst.: £ =1+/x = /x =t —1,dx = 2J/xdt = 2(t = dt, j‘/_ dx = j’ 12(;—1)dz

_2J' 2t+1dz:2‘[t—2+%dt:t2 — 4t +21nft| = (1++/x)> —4(l+\/;)+21n’1+\/;‘+c

:x—2«/;+2ln‘1+«/;‘+c

dt

g) Subst.: t=e”*,dx=— 2— = I = I 5 , Partialbruchzerlegung
t . 2t)t to(t
= I—— L a :i——lnM il -2 +c=1e™ —Lx+1ine” —2‘+c
57 44— " n
h) Subst.: ¢ =Inx,dx = xdt =e'dt ,
zweimal
part.Int.
J' sin(ln x)dx = jsin(t) e'dt = j e'sintdt = Lle'(sint—cost)+c=2Lx(sin(Inx)-cos(Inx))+c



Aufgabe 7

A1

BE S

X0 & x]%0 =73 X0 3 X
A=Ay, [erdx= jde :[2 2} =[2e2} e —l=e?—e2 = x5 =2,02

0 Xy 0 X0
Aufgabe 8
y=ax’ +bx? +cx+d, y =3ax® +2bx+c
Fy(0;1) 1=d
Pl(l;%): i—a+b+c+1 a+b+c:%

Py (2;3): 3=8a+4b+2c+1 4a+2b+c=1
y(2)=1: 1=12a+4b+c 12a+4b+c=1
Die eindeutige Losung dieses inhomogenen LGS ist a = %, b=2,c=-1,d=1.

Parabelgleichung: y = —%x3 +2x% —x+1

4 4
|% :ﬂjl(—%x3 +2x2 —x+1)2dx:7[_[(%x6 —2x° +5x* —5x +5x? —2x+1)dx

0
—7z[218x7 —%x6 +x0 —%x +5x3 x? +x]2 =~ 58,04 VE
Aufgabe 9

: y'=%x2—%, Loy =t gt g o= (e ]

4
_ z —59 o
5= j("T . L ]2 39 ~492 LE
2

In3=0,549 LE

s=? .dx =[1ntan(l) =1

2dt

und dx = 2)

(ausfiihrliche Integration mit Substitution ¢ = tan - dann istsinx = 3

1+1¢ 1+1¢



Aufgabe 10

COS X

Da f(x)im Integrationsbereich keine Nullstellen hat, ist A = I—3dx
o sin” x+cos” x

z z z

4 4 1 4 1

J‘ COS X J‘ COS X . COS3x dx _ J- coszx dx
b

081Il3x+COS X OSHl X+COS X 13 Otan3x+1

COos™ x

Subst.: t=tanx,dx=cos xa’t;x=0—>t=0;x=%—>t=1

o1 Pzl —1+42
3 - I T2
ot” +1 03 +1) 37 —r+1)

= %ln2+ﬁarctan(ﬁ)—ﬁarctan(— \/15) TIn2+ jg%—ﬁ(—g) %(1n2+%)z 0,836 FE

A=

1
dt = 4nfe+ 1= Linle® —r+1]+ arctan(zjgl)]o

Aufgabe 11
1 1 zweimal
part Integr. 1
V=x[Qxe*) dx =4z [x*e¥dx = 4nte™ (x? —2x+1)| | =7zle2 -1) vE
0
0 0
Aufgabe 12
* fiir a#1 l-a 1* 1 ..
Iﬁ—hm d = lmx =%limz1_a—1— a—l’ fura>1
x% o] xa el - ¥ 2o kein Grenzwert fiir ¢ <1

oo

a=1: J-ﬂ— lim J-— = 11m1n|x|] = hm 1n‘z|—1nl =

X Z—)°°

also Konvergenz fur a > 1 und Divergenz fiir o <1

Aufgabe 13
o b
a) J‘ dx2 = lim J' dx = lim [arctanx] = 11m arctanb— lim arctana =% — (-%):7;
I+x° a>—="14+x" a>— a—r—oo
b—o 4 b—
b) j o = lim j o = lim [tanh x]> = lim tanhb— lim tanha=1—(-1)=2
-, cosh ——e° cosh a:—w b—soo a——o0
c) I#z lim J'zL_ lim IL: lim %I dx
X +4x+9 4ol X +4x+9 e (x+2)%+5 a> e J%ZFH

_i5 al_l)mmlarctan x+2]” A5 bhm arctan(li%z) ‘/5_ al_1>mm arctan(‘i/*gz)— A5 (1 - (— %)) = Tsﬂ

b—oo

d) Icos(nx)dx = hm Icos(nx)dx = hm [1 sm(nx)] %( lim sin(nz) — 0) .
0 e

Das Integral ist dlvergent, da lim sin(nz) nicht existiert.
Z—>00

dx , Partialbruchzerlegung:
X -1 x+1

T X243 x*+3 A B _C . D
2,2 2 v T2
3x°(x" =1 x“(x-D(x+1) x



oo 2 z
A=0, B=-3, C=2, D=-2also %dx: lim (-2 42 % 4
3x7(x7=1) s X x—1 x+1

=Zli_r)r;[%+21n‘x—l|—21n|x+l|]§= Zli_r;lo(%+2ln§f}—l—2ln%):—1—21n%:—1+ln4

Aufgabe 14
a) Integrand ist unbeschrénkt fir x =72
p % sin x
[tan xdx = 1im dx= lim [-1nlcos x|]5= lim (~In|cos z])+1n1
0 z—)%+ 0 COSXx —F2+ s 2+

Der Grenzwert existiert nicht, das Integral divergiert.
b) Integrand ist unbeschrénkt fiir x=0

£ [ I o+ [ tim [ i [ i bod=af s i bS]

= llm( 2\/_+2) 1ir51+(2—2\/2):

70—
c) Integrand ist unbeschrinkt fiir x = %
A
* cosx % cosx
[——dx=lim [—ax,
0l—smx z—>§—01—smx

Subst.: t =sinx, dx = , Grenzen: x=0—>t=0,x=z —>t=sinz

cosx’

sin z

lim .[ —dt = lim [— 1n|1—t|]st = 11m ( 1n|1—sm z‘)
Z—)

z—>2 -1 x—>2 -

Der Grenzwert existiert nicht, das Integral divergiert.
d) Integrand ist unbeschrinkt fiir x=1

ey

z 9
= lim |35 | 4 1im [ 3-8 | =3 im| &2 41 |+31im|2-—&D_1=346=9
71— ((x—1)2)§ 0 71+ ((x_l)z)g . 71— ((z 1)2)‘ 71+ ((z 1)2T
e) Integrand ist unbeschrinkt fiir x=1
j I(x 1
0 (x—1*

174 179
= lim|3(x-1) 3| + lim|3(x—1) 3 :31im( 1 +1)+3lim(2— 1 ]
z—)1—|: =1 :|0 z—>l+|: (x=1) } z 21\ z-1 z-l+ V1
Die Grenzwerte existieren nicht. Das Integral divergiert.

j(x ) 3dx+j(x I = lim j(x )3 dx+ lim j(x )72 dx

) 3dx+j(x % o = lim j(x D drt lim j(x )7 d




