Mathematik 2: Ubungsblatt 5 - Potenzreihen, Taylorreihen

1. Aufgabe:

Priifen Sie folgende Reihen auf Konvergenz/Divergenz und geben Sie die ersten drei
Teilsummen an.
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= FKine Entscheidung iiber Konvergenz oder Divergenz mit dem Quotientenkri-
terium ist nicht moglich.

Die notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer unendlichen Reihe ist klim ap = 0O:
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1> 3 > 1 > 5 > .. = 1. Konvergenzbedingung (Leibnitz) erfiillt
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2. klim = 0 = 2. Konvergenzbedingung erfiillt = Reihe konvergiert
—00

2. Aufgabe:

Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen. Fiir welche x € R
konvergieren die Reihen? Bemerkung: Hier wird anstatt k, n als Variable verwendet.
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Die Potenzreihe hat die Entwicklungsstelle zg = 0 und die Koeffizienten a,, = %

Der Konvergenzradius R ist
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Das heifit die Reihe konvergiert fiir alle z € (zg — R, zo + R); in unserem Fall also
fir alle z € (-1, 1).

Schlussendlich miissen wir noch die Randpunkte des Konvergenzintervalls priifen.

Fiir x = 1 sehen wir, dass

> 1 <1 <1
PRI P P
divergent ist, da der Exponent nicht grofer als 1 ist. Fiir z = —1 erhalten wir, dass
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nach dem Leibnitz-Krierium konvergent ist.

Damit ergibt sich abschliefend, dass die Reihe konvergiert, wenn z € [—1, 1).
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Die Potenzreihe hat die Entwicklungsstelle g = 1 und die Koeffizienten a,, = 2%

Der Konvergenzradius R ist
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Das heifit die Reihe konvergiert fiir alle z € (zg — R, zo + R); in unserem Fall also
fir alle z € (—1, 3).

Schlussendlich miissen wir noch die Randpunkte des Konvergenzintervalls priifen.

Fiir £ = —1 sehen wir, dass
3 L1 = 3 o = 3 S = S,
n=1 n=1 n=1 n=1

divergent ist, da das notwendige Kriterium verletzt ist. Fiir £ = 3 erhalten wir, dass
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aus dem selben Grund divergent ist.

Damit ergibt sich abschlieBend, dass die Reihe konvergiert, wenn z € (—1, 3).
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Wir erhalten mittels des Quotientenkriteriums:
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Fiir die Konvergenz muss nun ¢ = 22 < 1 sein, also |z| < 1 oder z € (-1, 1).

Schlussendlich miissen wir noch die Randpunkte des Konvergenzintervalls priifen.

Fiir £ = —1 sehen wir, dass
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konvergent ist, da der Exponent grofler als 1 ist. Fiir x = 1 erhalten wir, dass
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aus dem selben Grund konvergiert.

Damit ergibt sich abschlieflend, dass die Reihe konvergiert, wenn z € [—1, 1].
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Die Potenzreihe hat die Entwicklungsstelle zg = 0 und die Koeflizienten a,, = (n;nl)!.
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Die Potenzreihe hat die Entwicklungsstelle g = 0 und die Koeffizienten a,, = nin
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Da der Konvergenzradius unendlich ist, konvergiert die Reihe fiir alle x € R.

3. Aufgabe:

Bestimmen Sie fiir f(x) = 1 + 2+/x das Taylorpolynom 3. Grades im Entwicklungspunkt
xo = 1. Bestimmen Sie damit einen Naherungswert fiir f(0.984) und vergleichen Sie
diesen mit dem Taschenrechner-Wert.

Losung;:



Fiir das Taylorpolynom 3. Grades betrachten wir also die Taylorreihe von f nur bis n = 3.

Dazu bilden wieder die ersten 3 Ableitungen von f.

Durch Einsetzen in die Darstellung des Taylorpolynoms vom Grad 3 erhalten wir nun,

dass
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Nutzen wir das Taylorpoylnom zur Approximation von f in x = 0,984, so erhalten wir

Ty,3(0,984) ~ 2,983935488
£(0,984) =~ 2,9839354828.

4. Aufgabe:

Bestimmen Sie fir f(x) = In(1 4+ ) das Taylorpolynom 2. Grades
im Entwicklungspunkt g = 0

Losung;:

Taylorentwicklung zweiter Ordnung von f(x) = log(1 + x) an der
Entwicklungsstelle xg = 0.

F(2) ~f(0) + £/(0) x + L5 22

£x) = log(1 -+ x) £(0) = log(1) = 0
fx)=1/1+x)=1+x)"t  f(0)=1/(1+0)=1
f10 = (42 f10)= (1402 =1
logl+x)~ 0 + 1 x+ F 2= x— 1z
5. Aufgabe:

Bestimmen Sie fiir f(x) = In(z) das Taylorpolynom bis 5. Grades im
Entwicklungspunkt g = 1 und geben Sie allgemein a,, der Taylorreihe an.
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f(x)=Inx, x,=1 — Entwicklungszentrum
flxy)=Inx,=In1=0
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Taylorreihe einer Funktion im Entwicklungspunkt x
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