Mathematik 2: Ubungsblatt 4 - Funktionen mehrerer Variablen

1. Aufgabe:

Man bestimme die partiellen Ableitungen von f(z,y) = 2%y +2y% 42y, den Gradienten
von f an der Stelle (x,y) und an der Stelle (0, 1), sowie die Tangente T" an die Hohenlinie
(Niveaulinie) L von f durch (0,1).

Losung:
o =22y’ +y° = gradf(z,y) = 2y’ + 17, 3%y + 20y + 2)
fy = 32%y% + 22y + 2 — gradf(0,1) = (1,2)

f0,1)=2 = L: 229>+ 2y?>+ 2y =2 ist die Niveaulinie.

gradf(0,1) = (1,2) L T = t=(-2,1) ist Richtungsvektor von T(gradf(0,1)ot = 0)

1
Tangente: = (0,1)+r(—2,1) oder T: x+4+2y=2 oder T: y:—ierl

2. Aufgabe:

Man bestimme die Tangentialebene in Koordinatenform an f(x,y) = bei #y = (1,2)

Y
14 a2
unter Beriticksichtigung, dass der Normalenvektor auf der Tangentialebene folgender-
maflen definiert ist:

i = (grad f,~1) = (fa(w0, 30). fy(@0,90), 1)

Losung:
—2xy
Jo(z,y) = 0t 227° = fx(1,2)=-1 = gradf(1,2) = (-1,3)
1 .
fy(xvy) = 1+ 2 flj(172) = % ng - (*17 %a *1)
E:z=1-(z-1)+i(y—-2) & E:22—y+2:=2 (Koordinatenform)

E: (717%771)('1;73/7'2):(717%771)(1727f(172)) < E: 7$+%y72271

E: #=(1,2,1)+r(1,0,—-1) +s(0,1,3) (Paramterform)
3. Aufgabe:
Welches Rechteck hat bei gegebenem Umfang U = 20 cm die grofite Flache F'?7
Losung:
fle,y)=z-y NR: 2z + 2y =20
0<x<10
Aus der NR ldsst sich y berechnen: y =10 — z.

Einsetzen ergibt: F(z) := f(2,10 — 2) = 2(10 —2) = 10z — 22, 0<x <10
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Maximum der Funktion F(z) = 10z — 22 mit 0 <z <10 ist zu bestimmen:
F'(z)=10-22=0 = z=5

Da die Randstellen nicht als Maxima in Frage kommen (F' = 0), hat das Rechteck
fiir # = y = 5 (cm?) maximalen Flicheninhalt f(5,5) = 25 cm?.

. Aufgabe:

Berechnen Sie folgendes Doppelintegral (Tipp: falls Sie nicht weiterkommen, versuchen
Sie die Integrationsvariablen zu vertauschen).

2 1 )
I= / / ye™ dy-dx
1 Jo

Losung:

einfachere Berechnung nach Vertauschen der Integrationsreihenfolge
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1,2 1 2 e 1 1) e—2+1 (e—1)?
I=|= 2y _ Ty — — === = = = 0.7381...
lf 2° L (4 2> (4 2) 4 1

Loésung 2 ist sehr aufwéndig, aber machbar:
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5. Aufgabe:

Berechnen Sie folgende Dreifachintegrale:

/ / / dzdydw
(x+y+2)3
Losung:

Iy

N

I=Im=/01'(/01(/12(:1:+y+z)“3dz) dy) dz

g

I,

(konstante Integrationsgrenzen ~» auch beliebige andere Integrationsreihen-
folge mdglich)

I = :—(m+y+z)_2/2]j — —(r+y+2)22+ (e +y+1)"2/2

Iy = :(w ty+2)7 /2= (a+y+ 1)—1/2]; = wl-/i-23 —2 11}1-/|'22 * :cl—/l~21

I, = '1n(m2+ 3) n(z +2) 4 ln(:z:2+ 1)]1 _ 1n(§/3) In(3/2) + BE/D 1n(2/1)
L 0

~ I'=31n((4/3)(3/2)72(2/1)) = 1 In(32/27) ~ 0.08495

2 /2 4
b) / / / sin(2y)2*~* dzdydx
1Jo J2

Losung:

Produktform des Integranden f(z,y,2) = 27" sin(2y) 2® bei konstanten Inte-
grationsgrenzen ~» Produktform des Integrals

I= (/122_zdx) (/Oﬁzsin(Qy)dy> (/242zdz) =L 1,1,

[a*tdt = +a*t/Ina+C ~

[ﬁz_m/m]z = (~1/4+1/2)/In2=1/(41n2)

I, = [~cos(2y)/2l5/* = —(-1/2) + (1/2) = 1
I, = [,‘Zz/an]2 = (16 —4)/In2 =12/1n2

&
I

)2 & 6.2441
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6. Aufgabe:

Berechnen Sie folgende Doppelintegrale:

1 jus
a) I :/ /2 22sin(y) dy-dz
-1Jo

Losung:

I= /;11 (/Og z2sin(y) dy) dz
I= /_11 [— xQCos(y)] dz
I:‘/llde.r: [1;]1 = ;

b ool
1 =/ / y* dy-dz
a JO

Losung;:

b
1:/
a
b+1

= 1 1 =1
/:EJrl n(z + )L na+1

1 rl
I :/ / zy(x +y) de-dy
0 Jo

yar+1 1

r+1

dx

y=0

Losung:
1
I=-
3
1 r3
I:/ / (x4 /y — 32y?) da-dy
0 J1
Losung:
4
I=-
3
2 1 )
1 =/ / zye™ da-dy
o Jo
Losung:
1

I= i(62 —3) ~2.1945




7. Aufgabe:

Berechnen Sie folgende Dreifachintegrale:

2 r3z rxy
a) / / / ryz dz dy dz
1 Jx 0

Losung:
Ty

2 3z 52
V= / / TY— dy dx
1 Jx 2

z=0

2 3z 1 ., .
V= / / —23y3 dy dx
1 Jx 2

3z
2 1 .
V :/ laf‘;yﬂ dz
1 |8
y:

xT

1 /2 B
V:f/ (811’7*1‘7)(1:]}:10/ o’ da
8.1 J1
5 1275
=—(256 — 1) = —— =~ 318.75
V 4( 56 — 1) 1 318.75
a rb rc
b)///(x—y—i—z)dzdydx
0o Jo JO
Losung:
be
V:E(a—b—i-c)
2
1 T rry
c)/// 2?y3z dz dy dz
0o JOo JO
Losung:
Vo L
132
8. Aufgabe:

Es soll das elektrische Potential ® im Inneren eines Plattenkondensators betrachtet
werden. Die beiden Platten sollen dabei die Flache A besitzen und in der y — z-Ebene
liegen.

Die eine Platte ist an der Stelle = 0, die andere in x-Richtung verschoben. Auflerdem
soll der Kondensator die Ladung @) tragen. Fiir das elektrische Potential ® im Inneren
der Platten gilt dann:

Q-x z

D(z,y,2) = o A




Bestimmen Sie den Gradienten grad(®), also den Feldstirkevektor £ und zeichnen Sie
die Feldlinien ein.

Losung:

Der Gradient berechnet sich zu:

=

grad(@)(x,y, Z) =V q)(l‘, Y, Z) = 0
0

Das bedeutet, dass das elektrische Potential des Plattenkondensators in z-Richtung am
stiksten ansteigt. Da die elektrische Feldstéarke E der negative Gradient des elektrischen
Potentials ist:

E=-V-&

zeigt dieses im betrachteten Plattenkondensator in negative xz-Richtung.
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