Mathematik 2: Ubungsblatt 3 - Integralrechnung

1. Aufgabe:
Ermitteln Sie die Stammfunktionen:
3
a) /3:U+4dx = 51’24—41’—&—6’
3 2 49233 5
b) [ 42°+5z*+3zx—5dr = T+§T +5 —b5x+C
c) /4sin(x) dr = —4cos(z)+C

d) /4m —4cos(z) do = 22% — 4dsin(z) + O

h)/de = c

2. Aufgabe:

Berechnen Sie folgende Integrale (durch Substitution):
a) /a:4 -sin(z”) dz

Losung:
du du

Substitution mit: w=2" ergibt — =5z = dr=-— und somit:
dx 5xt

8

d 1 1 1
/3;4 -sin(z”) do = /:1;4 : sin(u)% = /sin(u) -~ du = / —sin(u) du = ——cos(u) + C
9T 9

J 9

1
Riicksubstitution: u = z° : /3;4 -sin(z”) = —gcos($5) +C



x
b —d
)/m2+4 v

Losung:

d d
Substitution mit: w =% +4 ergibt —u =2r = dr= 2—u und somit:
x

x x du
/x2+4dx_/52x 2u 2/ du_i Infu) +C
Riicksubstitution: u = 2% + 4 : / ] dz —ln(ar: +4)+C

Oder auf direktem Weg (im Zahler steht die Ableitung des Nenners (bis auf eine
Konstante).

!
Vergleiche mit der Formel im Skript (S. 28): / ‘;((x)) =In|f(x)|+ C
x

c) /10336_””2 dz

Losung:
Substitution mit: wu = —z? ergibt du = —2xdr und somit:

/10xe_m2dx = /—56“ du = —5et + C = —5e~ 2" +C

d) /62:1:+1 da

Losung:
Substitution mit: w=2x+1 ergibt du=2dzr und somit:

1 1 1
/ezxﬂdx = /ie“ du = 56“ +C = 562””"'1 +C



™

e) /05 sin(2zx) dx

Losung:
Substitution mit: w =2z ergibt du = 2dr und somit:

/sin(2:c)d:1; = %/sin(u) du = —%cos(u) = —%cos(Qx) +C

1. Moglichkeit (Grenzen beibehalten):

/075 sin(2z)dz = —% {005(29:)];5 = —% {COS(W)—COS(O)} = —% { —-1- 1} =1

2. Moglichkeit (neue Grenzen): = u = 2z
untere Grenze: =2-0=20

obere Grenze: =2 — =1

VR

™

/02 sin(2z)dz = —% [cos(u)} = —% {cos(ﬂ)—cos(())} = —é { —-1- 1} =1

f) /Oa cos(x + ) dw

Losung:
Substitution mit: w=x+ 7 ergibt du = 1dzx und mit neuen Grenzen:

untere Grenze: =0+7 =17

obere Grenze: = a+ 7

@ atm . a+m . . .
/0 cos(z+m) dor = /7r cos(u) du = [Sm(u)}7r =sin(a+n)—sin(7) = sin(a + )



3. Aufgabe:

Berechnen Sie folgende Integrale (durch partielle Integration):

a) /9m2~ln\x|dac

Losung:
Substitution mit:

' =922 und v =In(x) ergibt sich

1

w=23r> und v =—
T

1
/9$2-ln\x|dx = 3x3In|x| — /3:B3 - — dz = 3z3In|z| — 23 + C
x
b) /:E-ln(:v)dw
Losung:

Substitution mit:

W =x  und v=In(xz) ergibt sich
1
u= -2 und v ==
2 x
2 2

/:c-ln(x)dx = %-ln(m) — % +C

1
c) / e’ - xdx
0

Losung:
Substitution mit:

' =¢e®* und v=2x ergibt sich
u=e" und v =1

Alez-xdx: [ex-:c};/(;lez dor = [exom};f[ex}:):

(1 0) () =0 (e—1)=1



4. Aufgabe:
Berechnen Sie folgende Integrale (durch Partialbruchzerlegung):

T —2
2) /x2—6x+9 d
Losung:
Es ist 22 — 62 4+ 9 = (z — 3)? und somit
T —2 A B
x2—6$+9:x—3+(a:—3)2
—zx—2=A(x-3)+B

— =3 B=1
r=4: A=1

T —2 1 1 1
:>fx2—6x+9dx:f(x—3+(x—3)2)dx:lnlx_3l_x—3

T+ 2
b) /a:3—3a:2—:c+3dx

Losung:

Esist 23 — 322 — 2+ 3= (z — 1)(z — 3)(x + 1) und somit

T+ 2 A B C
x3—3x2—x+3:x—1+x—3+x+1
—x+2=Ax-3)(xz+1)+Bx—-1)(z+1)+C(x—1)(x —3)
—z=1 3:—4A:>A:—Z

1
r=—1: 1:8C:>C':§
5
r=3: 5:8B:>B:§
z+2 3 1 5 1 1 1
g mp %=y st s s ts o™

3 5 1
= —Zln|x -1+ §Zn|ac - 3|+ gln|m +1]



5. Aufgabe:

Existieren die folgenden uneigentlichen Integrale? Berechnen Sie gegebenenfalls ihren
Wert.

[eo]

a) /e_km dz, (k > 0 konstant)
0

Losung:
Vi ¥ 1 N 1 11
/e_k’"dx: lim e Fde = lim —=e % = lim ——e*N - =_,
N—+oo N—+oo k 0 Notoo k k k
0 0
(o]
b) /sin(m)dx
0
Losung:
0 N N
/sin(m)dxz lim [ sin(z)dz = lim —cos(:v)‘ = lim —cos(IN)+ cos(0).
N—+o00 N—o+oo 0 N—+o00
0 0

Da der Grenzwert

lim —cos(NV),
N—+o0

unbestimmt divergiert, divergiert auch das Integral.

2 2
/wa = lim de = th 2f‘ = 1\711—I>%+ 22 — 2V/N = 2V/2.

N—>0+
7 _ 2 7 _ 2
d) /xe“’” dz und /\:L'ex]dx
—0o0 —00




Losung:
0 00
ze~* dez + / ze~* dz

0

oo
/ e~ dg =1 /
-0 oo
0 b
= lim ze~*" dz + lim ze—® de.
a—+-o0 [, b—oo Jg

Berechnung der Grenzwerte:
0 2 . 1 2
ze % dz = lim [-—-2-e”"] =

a a3 -0

lim
a—=+—-o00 [, a——00
b b
. —z3 1 ____1_ —z? s _.1_ -b3 .]; —_—
S, 0 ¢ dz _blir?o[ 2° ]o —bllvngo( ¢ t3) =
g2 1.1
Also erhilt man: ze dz = —5t+35= 0
-—00
(o, o]
| f(z)| dz konvergiert.
—00

(o o]
/ f(z) dz heifit absolut konvergent, wenn /
)

0 oo
\ze_rz\ dz = / —ze T dr + / ze= % dz = % + -% =1
—00 0

o0
|
Die Fliche zwischen der Kurve |aze‘”2| und der z—Achse ist 1.
> 2
lze™* |dz =1

it 2
|ze=="| ist eine gerade Funktion, also: / |ze™ %" | dz = 2/
—00 0



