Mathematik 2: Ubungsblatt 2 - Differentialrechnung

1. Aufgabe:
Wann verwendet man Az, dx und wann Oz?
Losung:
a) Ax: Verwendet man bei konkreten Differenzen, z.B. z1 — x.

b) dz: Verwendet man fiir Differentiale, also infinitesimal kleine Differenzen (dz # 0)

of(x,y)
dy

c¢) Ox: Verwendet man bei partiellen Ableitungen z.B.

2. Aufgabe:

Leiten Sie folgende Funktionen nach x ggf. nach ¢ ab:

a) y=4-sin(3z) = ¢/(z)=12-cos(3z) (Kettenregel)

b) y=02z-7)°% = 9/ (z) =162z —7)" (Ketten- & Potenzregel)

c) y= ot 2o AT y'(z) = 65”“"2_2“""7(1033 —2) (Ketten- & Potenzregel)
d) y=Asin(wt —®) = y(t) = Awcos(wt — ®) (Kettenregel)

2(2z — 3)

e) y= (2?2 -3z+7)?2 = y(x)=
3 (a2 =3z +7)

(Ketten- & Potenzregel)

f) y= ln(sin(3a: - 1)) = y/(z) =3cot(3x — 1) (Kettenregel)

g) y=sin®(z?+2) = y/(x) = 3sin®(2?+2)-cos(x®+2)-2z (Ketten- & Potenzregel)

2 —4-1 2
h) y= m = y(x)= :M (Quotienten- & Produktregel)
1 2—41 " .
i) y=2 n(;c) = y(x) = ¢ (Quotientenregel) ;,
€T T -3
(s3¢5))
j) y = 23-e®-arctan(z) = y/(x) = 22" [(3+;z:)-arctan(a:)+$} (erw. Produkt- & Potenzregel )
k) y= sin(z) = y(z) = L (Quotientenregel & Phytagoras)
V= cos(z) YRS = cos?(x) 5 vias
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o[t.%c Se—(a) = Log(w)

= cos(¥ (;Ti x)- J,Ginzme)

= Scos (N gl 3x)
3. Aufgabe:

Bestimmen Sie mit Hilfe der Umkehrfunktion die Ableitung folgender Funktion:
y(x) = log, ()

Losung:
y =log,(x) = x=a¥ Ableiten der impliziten Funktion (ausfithrlich):

Kettenregel fiir a?®), bzw. Substitution und Ableitung der duBeren Funktion mal der
Ableitung der inneren Funktion!

o Substitution: u = y(z)

Auflere Funktion = a¥

. !/
Auflere Ableitung = (a*)" = (e“ln(“)) = ") . In(a) = a* - In(a) (Kettenregel)
o Innere Funktion = y(x)

o Innere Ableitung = y/(x)

= (a") =a"-In(a) -y (z) =a¥ -In(a) -y

Jetzt kann die implizite Funktion abgeleitet werden:
x=aY¥

= 1=a¥ In(a)- ¢

woraus sich nach y/(z) umgestellt die Ableitung;:

/

y:

1
und durch x ausgedriickt (a¥ =z) = ¢/ = ergibt

In(a) - x

In(a) - a¥



4. Aufgabe:

d
Bestimmen Sie die erste Ableitung d—y der in Parameterform gegebenen Funktion an
x
den drei gegebenen Stellen.

t 1-—t¢ 1
x(t) y(t) t1=-2, ta= 5 i3 =2

e YW
Losung:
) t 11—t
€T = — €Ty — ———
1+2 7' (1+¢2)2
(t)_l—t P21
W=Tre YT Tate)e
dy t*—2t—1
de 1 —1¢2
dy Tyl _ T a4y 1
dx 37 dz| |, 3 dw 3
t1=—2 t2:§ t3=2

5. Aufgabe:
Die Funktion f(x) = 23 ist auf Extremwerte zu untersuchen.
Losung:
a) 1. und 2. Ableitung berechnen
f'(z) = 3a?
f"(x) = 6z
b) Fiur welche z-Werte wird die 2. Ableitung gleich Null?
Ansatz:
f'(@)=0
f'x)y=6x=0 =2=0
c¢) 3. Ableitung berechnen
I"(@) =6
d) Den in Schritt 2 berechneten z-Wert in die 3. Ableitung einsetzen
Da in der dritten Ableitung kein x vorkommt, sind wir bereits fertig!
Die dritte Ableitung ist immer ungleich Null:
F"() = 6 # 0.
...aus diesem Grund liegt an der Stelle x = 0 ein Wendepunkt vor.

AuBlerdem ist f/(0) = 0 (waagrechte Tangente), aus diesem Grund liegt an der
Stelle x = 0 sogar ein Sattelpunkt vor.



e) z-Wert in die Funktion f(z) einsetzen, um die y-Koordinate des Wende/Sattelpunktes
zu berechnen

y=f(0)=0°=0
Zusammenfassung

Die Funktion besitzt an der Stelle (0/0) einen Wendepunkt bzw. Sattelpunkt.

Im Koordinatensystem ist die Funktion f(x) = 23

der Sattelpunkt der Funktion rot markiert.

eingezeichnet. Auflerdem ist

Fir z < 0 ist die Funktion rechtsgekriimmt.
Fir z > 0 ist die Funktion linksgekriimmt.

Es wird deutlich, dass der Wendepunkt x = 0 der Punkt ist, an dem sich das
Kriimmungsverhalten dndert.
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Schnelle Losung:

a) f(z)=322=0=>2=0
b) f"(z) = 6x
) f"(0)=0
d) f® =6
)

C

e) = n =3 = ungerade = Sattelpunkt



6. Aufgabe:

2
Die Funktion f(z) = ~2% + 322 + 4z ist auf Extremwerte zu untersuchen.

3
Losung:
a) Erste Ableitung berechnen
f'(x) =22% + 6 + 4
b) Nullstellen der ersten Ableitung berechnen
Ansatz: f'(z) =0 f'(z)=222+6x+4=0
Es handelt sich um eine quadratische Gleichung, die wir z.B. mit Hilfe der Mitter-
nachtsformel 16sen.
o hEVP —dac  6£V6—4-2-4 642
b 2a - 2.2 T4
T = -0 4— 2 = -2
oy — 64+ 2 _ 1
c) 2. Ableitung berechen:
f(x)=42+6
d) Nullstellen der ersten Ableitung in die zweite Ableitung einsetzen
f’'(=2)=4-(-2)4+6 = —2 < 0 an der Stelle z = —2 ist ein Hochpunkt
f'(=1)=4-(=1)4+6 =2 > 0 an der Stelle x = —1 ist ein Tiefpunkt
e) y-Koordinate des Hochpunktes/Tiefpunktes berechnen

y=f(-2)=23-(-2)3+3-(-2)2+4-(-2)=—3
y=f(-1)=23-(-1)3+3-(-1)2+4-(-1)=-3
Zusammenfassung:

Die Funktion besitzt einen Hochpunkt an der Stelle < -2| - %)

Die Funktion besitzt einen Tiefpunkt an der Stelle ( -1 - %)
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