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Vorwort

Das vorliegende Skript soll vorlesungsbegleitend dem Hoérer das Abzeichnen bzw. Ab-
schreiben der Inhalte ersparen. Falls eine Vorlesungsstunde versdumt wurde, kann der
Horer anhand des Skriptes ersehen, welcher Stoff z.B. mit einem Buch nachgeholt werden
sollte.

Bei allen Betrachtungen steht eine anschauliche Darstellung im Vordergrund. Es soll
versucht werden, dem Leser Hinweise zu geben, die ihm bei der Lésung der anstehenden
Problemstellungen niitzlich sind.

Insbesondere wird darauf hingewiesen, dass fiir die Priifung das selbstandige Losen der
Ubungsaufgaben nicht nur empfohlen, sondern vorausgesetzt wird!
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KAPITEL 1

Wiederholung

1.1 Zahlenraume

Als Zahlenbereiche sieht man Zahlenmengen an, deren Elemente gemeinsame Eigenschaften
haben. Dabei beziehen sich diese Eigenschaften meist auf die Durchfiihrbarkeit gewisser
(arithmetischer) Operationen innerhalb des Zahlenbereiches.

Im Laufe der Geschichte der Mathematik wurden immer weitere Zahlbereiche eingefiihrt,
um gegeniiber bisherigen Zahlbereichen bestimmte Probleme allgemeiner behandeln zu
kénnen.

Insbesondere wurden bestehende Zahlbereiche durch Hinzufiigen zusétzlicher Elemente zu
neuen Zahlbereichen erweitert, um die beschrinkte Ausfithrbarkeit von Operationen zu
iberwinden.

Die wichtigsten Zahlbereiche:

N  Natiirliche Zahlen ganze positive Zahlen

Np Natirliche Zahlen ganze positive Zahlen inklusive 0

7Z  Ganze Zahlen alle ganzen Zahlen

Q Rationale Zahlen  gebrochene Zahlen und ganze Zahlen gemeinsam
R Reelle Zahlen irrationale und rationale Zahlen gemeinsam

C  Komplexe Zahlen erweitern den Zahlenbereich von R derart, dass

die Gleichung x2 + 1 = 0 l6sbar wird (i2 = —1).

1.2 Komplexe Zahlen

Bereits 1545 erkannte der italienische Mathematiker Gerolamo Cardano beim Lésen von
Gleichungen 2. Grades, dass es beim Radizieren Probleme in unserem Zahlensystem gibt.
In einigen Féllen traten Losungen auf, die es in Cardanos Augen nicht geben konnte. Sie
konnten also nur imaginar (eingebildet) sein.

Andere Quellen sehen den Ursprung der Theorie der komplexen Zahlen mit dem 1572
erschienenen Werk . I.’Algebra“ des Italieners Raffaele Bombelli.
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Wer auch immer - letztendlich ging es darum, den Zahlenbereich derart zu erweitern, dass
auch Wurzeln negativer Zahlen berechnet werden kénnen. Dies gelang durch Einfithrung
einer Zahl i als Losung der Gleichung 22 = —1.

Die Zahl i wurde von Euler vorgeschlagen und wird als imaginire Einheit bezeich-
net.

Wo aber bringt man diese Zahlen in der grafischen Darstellung unter?

Unsere Zahlengerade war ja bereits voll! Die nahe liegende Moglichkeit ist ein Ausweichen
von der eindimensionalen Geraden zur zweidimensionalen Flache.

Dort gibt es neben der Abszisse, die man fir die reellen Zahlen verwenden kann, auch noch
die Ordinate, auf der sich die imaginédren Zahlen unterbringen lassen.

A
im ] (C - komplexe Zahlen
41 z=a+ip
B R Sy Y Tepu—.
2 - i
r b
b 1+ z=re"
L E >
12 3 4 5Ry7
\ﬁr_/
a

Komplexe Zahlen werden iiblicherweise in der Form a + bi dargestellt, wobei a und b reelle
Zahlen sind und i die imaginare Einheit.

Mit derart dargestellten komplexen Zahlen lésst es sich &hnlich wie mit Vektoren rechnen.
Die Komponenten liegen entlang der reellen bzw. der imagindren Achse. Man nennt a den
Realteil und b den Imaginéarteil von a + bi.

Notation komplexer Zahlen:

Es existieren zwei verschiedene Darstellungsvarianten komplexer Zahlen:

o Kartesische oder algebraische Form: z = a + bi

e Polarform (trigonometrische Form) und Exponentialform: z = r-e!¥ = r-(cosp-+ising)

Eine Umrechnung in die kartesische Form ergibt: a = r-cosp und b = r-sine.

Eine Umrechnung der kartesischen in die Polarform ergibt:

Yi
T[.
a .
arccos <> firb>0
r = 3
7":|Z|=\/m und ¢ = 20 ¥ = arccos x
arccos| — a) = m furb<0 g
r

=Y
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Rechenregeln:

o Addition / Subtraktion:
(a+bi) £ (c+di)=(atc)+ (bEd)i
e Multiplikation:
(a+bi) - (c+ di) = ac + adi + cbi + bdi%2 = (ac — bd) + (ad + be)i
(7«1 . eiw) . (7«2 . ewz) = (ry - rp) - ellerte2)
e Division:
mit (¢ + di)(c — di) = ¢? — i2d? = ¢® + d? folgt:

a+bi  (a+bi)(c—di) ac+bd+bc—ad .
c+di  (c+di)(c—di) E+d>  2+d?

ip1
ry - r .
1-€ B (e )

To - ez g

« Komplexe Konjugation:
Man nennt die Zahl z = a — ib konjugiert komplex zur Zahl z = a + ib.

In der Polarform hat die komplex konjugierte Zahl z bei gleichem Betrag r gerade
den negativen Winkel von z

A
z=5+2i)
24— *--
4 r I
1 5 z=re
T J(P TT T ; T E
EE R r/3 4Z=re""®
'2-'_---__--___—--_._-'+'_
z=a-ib
z=5-2i)

e Reziprokwert einer komplexen Zahl:

1 1 a — bi a — bi a b
zTh=—= = = =

z a+bi  (a+bi)(a—0bi) a?+b? T2 a4t

« Potenzieren:
=r". ™ =r". (cosny + isinngp)

on
. n .
(eup) — enip

Komplexe Zahlen und ihre Anwendung:

Es hat sich gezeigt, dass komplexe Zahlen tiefer in der Natur und auch in der Mathematik
verankert sind, als man zur Zeit ihrer Entdeckung ahnen konnte. Das Rechnen mit die-
sen ,eingebildeten* Zahlen liefert sehr héufig Ergebnisse, die anders nicht zu erreichen
sind.

Der Begriff ,imagindr® oder ,eingebildet* fiir den Zahlenbereich hat sich damit eigentlich
als falsch erwiesen, wird aber historisch bedingt beibehalten.
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1.3 Potenzrechnung

Definition:

a™ heifit Potenz und bedeutet, dass die Basis a n-mal mit sich selbst multipliziert wird.
n heifit Exponent.

Regel: Potenzrechnung vor Punktrechnung vor Strichrechnung

Rechenregeln:
Addition und Subraktion:
Es kénnen nur Potenzen mit gleicher Basis und gleichem Exponenten addiert bzw. subtra-

hiert werden.

Multiplikation und Division von Potenzen mit gleicher Basis:

1. Potenzgesetz: a™ -

a
2. Potenzgesetz: — =a
an

Multiplikation und Division von Potenzen mit gleichem Exponenten:

3. Potenzgesetz: a™ - 0" = (a-b)"

n
4. Potenzgesetz: Z—n = <>

Potenzieren von Potenzen:

5. Potenzgesetz: (am)n =a"" = (an)m

1.4 Wourzelrechnen

Alle Wurzeln lassen sich als Potenzen mit gebrochenen Exponenten schreiben. Dabei stimmt
der Ziahler des Exponenten mit dem Exponenten des Radikanden und der Nenner des
Exponenten mit dem Wurzelexponenten tiberein.

Umgekehrt lasst sich auch jede Potenz mit gebrochenem Exponenten als Wurzel schreiben:

Fir die Wurzelrechnung sind keine neuen Rechengesetze erforderlich, weil sich jede Wurzel
als Potenz mit einem gebrochenen Exponenten schreiben lasst und damit die Potenzgesetze
auch fiir Wurzeln gelten.
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1.5 Grenzwerte

Es seien f, g Funktionen mit Dy = Dy C R, so dass lim f(x) und lim g(z) existieren und
Tr—a r—a

a € R. Dann gilt:

1. Faktorregel
lim (a : f(a:)) =a- lim f(z)

T—a r—ra

2. Summenregel
lim (f(z) + g(x)) = lim f(z) + lim g(x)

T—a T—a

3. Produktregel

4. Quotientenregel

lim z) _ o , falls lim g(z) #0
vag(z) - lim g(x) zva

Aufgaben:
Bestimmen Sie, falls moéglich, die folgenden Grenzwerte:

32 -5

1. lim —
T—00 23;24-4
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Differentialrechnung fiir Funktionen einer Variablen

Problemstellung: Tangente an einen Funktionsgraphen

F(x)zo,éx“2+1 y

Tangente an die Funktion y = 0.3 - 2 + 1 im Punkt (Pp)
Bei einer linearen Funktion bzw. einer Geraden
g(x) =mx+c (2.1)
heif3it m die Steigung und ¢ der y-Achsen-Abschnitt oder Ordinatenabschnitt der Geraden.

Hat man nur 2 Punkte (x0,y0) und (x1,y1) auf einer Geraden, so kann die Steigung
berechnet werden durch

m=J0 "YU (2.2)
o — T1

Bei nicht linearen Funktionen wie z.B. f(z) = 2? kann die Steigung so nicht mehr be-

rechnet werden, da diese eine Kurve beschreiben und somit keine Gerade ist. Jedoch

kann man an einen Punkt (zq,f(zo)) eine Tangente legen, die wieder eine Gerade dar-

stellt.
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Differentialrechnung fiir Funktionen einer Variablen

Die Frage ist nun, wie man die Steigung einer solchen Tangente an einer Stelle xy berechnen

kann. Wahlt man jetzt eine Stelle 1 ganz

nahe bei g und legt eine Gerade durch die

Punkte (xo,f(x0)) und (z1,f(x1)), so ist die Steigung dieser Sekante nahezu die Steigung

der Tangente.

F(x)=0,2x"2

f(x1)

fix1)strebt gegen f(xo)

P,

-y

| _ Sekante /.
P1néhert sich Po ot
Sekante wird zur Tangente

Tangente

2 3 4 iy

] ] |
1 1 I
“ X
x1strebt gegen xo

+-2

Die Sekante schmiegt sich immer weiter an den Funktionsgraphen an, bis der Punkt P; auf
Py trifft. z; strebt gegen z¢ und f(x1) gegen f(xp). Dann gibt es keine Sekante mehr (die
durch zwei Punkte geht). Die Sekante ist zur Tangente geworden.

2.1 Definitionen

Definition Differenzenquotient:

Der Differenzenquotient einer Funktion f

f(zo + Az) — f(x0)

an der Stelle x ist

(2.3)

Az

Definition Differenzierbarkeit:

ten

lim

[ sei eine Funktion, die auf einem offenen Intervall D =]a;b[ definiert ist. f heifit
dann an der Stelle ¢ € D differenzierbar, wenn der Grenzwert des Differenzenquotien-

f(zo + Az) — f(x0)

(2.4)

Ax—0

zeichnet durch das Symbol f/(z0)

existiert. Man bezeichnet ihn als die (erste) Ableitung von f an der Stelle xg, gekenn-

Az
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Definition differenzierbare Funktion:

Eine Funktion y = f(x) heifit differenzierbar, wenn sie an jeder Stelle ihres Definitions-
bereiches differenzierbar ist.

Die Ableitung von f an jeder Stelle von D heifit Ableitungsfunktion oder kurz Ablei-
tung von f:
df(z)

I f'(x) (2.5)

d
mit 1 dem sogenannten (gesprochen: ”d nach dz”).
x

2.1.1 Zusammenhang mit Stetigkeit

Jede differenzierbare Funktion ist stetig. Stetige Funktionen miissen nicht differenzierbar
sein, vgl. f(z) = |z|

2.1.2 Geometrische Deutung

Eine differenzierbare Funktion zeichnet sich dadurch aus, dass ihr Graph keinen "Knick”
aufweist.

Beispiele:

1. Ableitung der Funktion y = >

2. Ableitung der Funktion f(x) = /x fir z > 0
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2.2 Ableitung elementarer Funktionen

Funktionsklasse Funktion f(x) | Ableitung f’(x)
konstante Funktion c 0
Potenzfunktion 2" mitne R n -l

. 1
Wurzelfunktion NI —

Trigonometrische Funktionen sin(x) cos(x)
cos(z) - sin(z)
1
t
an(z) cos?(x)
1
t
cot(z) -sin?(x)
Arcusfunkti in(x) !
rcusfunktionen arcsin(z —_—
V1—a?
1
Umkehrfunktion arccos(x ——
( ) ) V-
tan(x) :
arctan(z
1+ 22
1% :
arccot(x -——
1+ a2
Exponentialfunktionen e* e’
a® In(a) - a®
. . 1
Logarithmusfunktionen In(z) -
x
1
1
0ga(7) In(a) -z
Hyperbelfunktionen sinh(z) cosh(z)
cosh(z) sinh(x)
1
tanh
anh(z) cosh?(z)
1
coth(z)
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Funktionsklasse | Funktion f(x) | Ableitung f’(x)
1
Areafunktionen arsinh(z)
x? 41
1
(Umkehrfunktion) arcosh(z) —
$ —_—
1 i
artanh(z) [ lz| <1
arcoth(x) .2 fur |z > 1

2.3 Ableitungsregeln

Name Voraussetzung Funktion f(x) Ableitung f(x)’
Potenzregel z" n- !
Faktorregel C konstant C- f(x) C- f(x)
f(z) diff.bar
Summenregel frfa H@)+ fa(@) + o+ fulz) | fi(2) + fa(2) + .+ fr()
diff.bar
Produktregel u, v diff.bar u(z) - v(x) u(x) - v(z) + 0 (x) - u(x)

erw. Produktregel

u, v, w diff.bar

u'vw + wv'w + vow’

Quotientenregel u, v diff . bar Zgi; u'(x) ”(322?;;/(%) -u(x)
x mit v(x) # 0
Kettenregel u, v diff.bar u(v(:c)) u (v(m)) v (z)

erw. Kettenregel

u, v, w diff.bar

f(z) diff.bar
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2.3.

10.

2.4 Implizite Differentiation

1 Ubungsbeispiele
Cy =223
1

.y:\/5

.y =427 + 3-cos(x) — 5e?+In(x)

.y = 4-arctan(z) — 2-arccos(z) + 10-cosh(z) + 3z

.y = (423 — 3x) - (Qez—sin(m))

y =arctan(x)-In(z)

.y = 5z3-sin(x) - €®

_ 22 —4x +5
YT a1
In(x) + x
= 0]

Unter einer impliziten Differentiation versteht man die Ableitung einer implizit gegebenen
Funktion F'(z,y) = 0.

Manchmal kann man diese Funktion zwar explizit nach y auflésen und dann ableiten, jedoch
gelingt dies nicht immer oder ist nur mit grofem Aufwand zu erreichen.

Einfacher und vielfach auch hilfreich ist die Anwendung der impliziten Differentiation.

2.4.

1 Definition

Ist eine Funktionsgleichung implizit gegeben, so kann die Ableitung der Funktion y nach
der Variablen = durch gliedweise Differentiation der impliziten Funktionsgleichung nach x
gewonnen werden.

Dabei ist zu beriicksichtigen, dass die Variable y eine von x abhédngige Grofle darstellt.
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Beispiele:

1. Die Funktionsgleichung fiir y(z) sei: 2y3(x) + 623 — 24z + 6y(z) = 0.

2. y-e*+sin(y) =0

3. In(x-y) ==

2.5 Logarithmische Ableitung

Bei der Bildung der Ableitung von y = % fiir x > 0 ist keine der bisher bekannten
Ableitungsregel direkt anwendbar, da die Variable z sowohl in der Basis als auch im
Exponenten auftritt.

Hier gelingt die Differentiation, wenn man die Funktionsgleichung zunéchst logarithmiert
und dann eine implizite Differentiation durchfiihrt.

Dieses Verfahren nennt man Logarithmische Ableitung. Angewendet wird dies insbe-
sondere bei Funktionen vom Typ

y= (u(x))v(x) mit u(x) > 0.
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Beispiele:

l.y=2"mitz >0

2. y= xsin(:v)

2.6 Ableitung der Umkehrfunktion

Es sei eine differenzierbare und umkehrbare Funktion y = f(z) gegeben. Dann kann
die Ableitung dieser Funktion mit Hilfe der Umkehrfunktion folgendermafien berechnet
werden:

Gesucht ist die Ableitung von: y = f(x)

Auflésen nach z: z=f"(y)

Ableiten dieser impliziten Funktion: 1= (f"Y) - v

Auflésen nach y/:

Rechte Seite durch x ausdriicken:
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Beispiele:

1. Es soll die Ableitung der Funktion y = In(x) berechnet werden. Bekannt ist die

Umkehrfunktion von f(z), ndmlich y = ® und deren Ableitung 3’ = e”.

Mit diesen Kenntnissen lésst sich nun die Ableitung von y =In(x) berechnen.

Gesucht ist die Ableitung von :

y =In(z)

Auflosen nach z mit Hilfe der Umkehrfunktion:

Ableiten dieser impliziten Funktion:

Auflésen nach 3/:

Rechte Seite durch z ausdriicken:

= Die Ableitung der Funktion y =In(x) ist:

2. Es soll die Ableitung der Funktion y = arsinh(z) berechnet werden. Bekannt ist die

Umkehrfunktion von f(z), ndmlich y =sinh(z) und deren Ableitung y" =cosh(x).

Mit diesen Kenntnissen ldsst sich nun die Ableitung von y =arsinh(z) berechnen.

Gesucht ist die Ableitung von :

y =arsinh(z)

Auflosen nach z mit Hilfe der Umkehrfunktion:

Ableiten dieser impliziten Funktion:

Auflésen nach y':

Rechte Seite durch z ausdriicken:

= Die Ableitung der Funktion y =arsinh(z) ist:

3. Bestimme die Ableitung der Funktion y =arcsin(z) mit Hilfe der Ableitung der

Umkehrfunktion.

= Die Ableitung der Funktion y =arcsin(z) ist:
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4. Bestimme die Ableitung der Funktion y = /x mit Hilfe der Ableitung der Umkehr-
funktion.

= Die Ableitung der Funktion y = /x ist:

2.7 Ableitung einer in Parameterform dargestellten Funktion

Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion in Parameterform

r=xz(t), y = y(t)
ist gegeben durch
y ==
T
denn:
dy
dy _dydt g
dz  dtdx dx
dt

SRS

Beispiel:

1. Bestimmen Sie die Ableitung, d.h. die Steigung der Tangente an jedem Punkt der
Kurve:

x(t) =cos(t), y(t) =cos(2t)

2
7t3:7

und berechnen Sie die Steigung fiir t1 =0, t3 = g 3



2.8 Regel von I'Hospital

17

2.8 Regel von I'Hospital

Sind f und ¢ zwei Funktionen von R nach R , die im Intervall (a,b) differenzierbar sind

mit ¢'(z) # 0.

Gilt dann

xgrcILlJr f(.’E) - xgrcILlJrg(x) =0
oder

xliglJrf(x) - xli}IélJrg(x) = £00
So ist

f(z)

r—a+ g(x)

lim —= =

f'(x)

r—a+ g’ (Qj)

(2.6)

Entsprechendes gilt fiir z — b—

Die Regel kann mehrfach angewendet werden, insofern die Voraussetzungen erfiillt sind.

Die Regel von de I'Hospital hilft bei der Berechnung von Grenzwerten die zunéchst den

Wert

[13 [43 [43 [43

0 oder =

ergiaben.

Beispiele:

Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

T

1. lim — =
r——+oco I

" 20 x?
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2.9 Hohere Ableitungen

Ist die Funktion y = f(x) differenzierbar, so ist ¥’ = f/(z) die erste Ableitung von f.

Ist die erste Ableitung 3y’ = f’(x) differenzierbar, so ist y” = f”(x) die zweite Ableitung von
f. ... Ist die (n — 1)-te Ableitung y»~Y = f(»=1(z) differenzierbar, so ist 3™ = (") ()
die n-te Ableitung von f.

Beispiele:
Bestimmen Sie die ersten 3 Ableitungen folgender Funktionen

1. f(z)=a*+222+ 52 -3

2. f(x) =In(x)

2.10 Charakteristische Funktionspunkte und Eigenschaften

Charakteristische Funktionseigenschaften lassen sich mit Hilfe von Eigenschaften der
Ableitungen der Funktion beschreiben.

2.10.1 Monotonie

Eine Funktion f heifit

monoton wachsend wenn fiir alle a < b gilt:  f(a) < f(b)
streng monoton wachsend wenn fir alle a < b gilt: ~ f(a) < f(b)
monoton fallend wenn fiir alle a < b gilt:  f(a) > f(b)
streng monoton fallend wenn fiir alle a < b gilt:  f(a) > f(b)
konstant wenn fir alle a, b gilt: fla) = f(b)
Ist f eine differenzierbare Funktion, so gilt
f'>0 = fist mind. monoton wachsend f'<0 = fist mind. monoton fallend
f'>0 = fist streng monoton wachsend f'<0 = f ist streng monoton fallend
f'=0 = f ist konstant

Beispiele:

Bestimmen Sie die Monotonie von f(z) = e*

. . . . 1.0 0.5 0.5 1.0
Bestimmen Sie die Monotonie von f(z) = 23 Yl
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2.10.2 Kriimmung

Fiir eine zweimal differenzierbare Funktion f gilt:

f ist konvex = >0 f ist konkav = <0
f ist streng konvex = " >0 f ist streng konkav = f” <0
Y Konvex s

linxgekriimmt
/ gegen den Uhrzeigersinn
f'(x)>0

PN
-3 f2 1 \y 1 2 3

v Konkav s
rechtsgekriimmt
im Uhrzeigersinn

(x) <0 .
5

°l

Beispiele:

Bestimmen Sie die Kriimmung von

1. f(zx)=¢€"

2. f(x) =sin(z)
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2.10.3 Extremwerte

Extremwerte einer Funktion sind Stellen xg, in denen der Funktionswert ein relatives Maxi-
mum oder Minimum annimmt, d.h. in einer Umgebung von xg gilt:

f(@o) > f(x) bzw. f(xo) < f(x) fiir @ # xo
Extremwertbestimmung:

Fir geeignet oft differenzierbare Funktionen f gilt

‘ f”(:Eo) > 0| ‘ f’/(xo) < O‘

fE (zg) =0fir2<k<n
S (o) #£0

T ngerads
[f(n) (z0) > q [f(")(xo) < d
o ist T ist T ist T ist g ist
relatives relatives Sattelpunkt relatives relatives
Minimum Maximum Minimum Maximum
F{x)=1,2x"3+4%x 240 . 5x42 Y
g(x)=3.6x"2+8x1+0.5
h{x}=7.2x+8|
\ 12,29 -
=q.,2 2,2y
T T
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Dort, wo die Ableitungsfunktion f/(z) ihre Nullstellen hat, also die x-Achse schneidet, sind
die Extremstellen (H, T; Hochpunkt, Tiefpunkt) der Ursprungsfunktion f(x).

An der Wendestelle W (Nulldurchgang von f”(z)) hat die Ableitungsfunktion einen
Extremwert).

Kochrezept:

a

b

1. Ableitung berechnen.
Nullstellen der 1. Ableitung berechnen.

d

)
)
¢) 2. Ableitung berechnen.
) Nullstellen der 1. Ableitung in die 2. Ableitung einsetzen.
)

e) y-Koordinate des Extrempunktes berechnen.

Beispiele:
Bestimmen Sie die Extremwerte folgender Funktionen:

1. f(z) = 2?
a) Erste Ableitung berechnen: f'(z) = 2x

c¢) 2. Ableitung berechnen: f”(x) = 2

)
b) Nullstellen der 1. Ableitung berechnen: f'(z) =0= f'() =22 =0 = 20 =0
)
d)

Nullstellen der 1. Ableitung in die 2. Ableitung einsetzen

Da in der 2. Ableitung kein x vorkommt, sind wir bereits fertig!
Die 2. Ableitung ist immer grofler Null: f”(x) =2 >0 = bei x = 0 liegt ein
Tiefpunkt.

e) y-Koordinate des Tiefpunktes berechnen: y = f(0) = 02 =0
2. f(x) =2z
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2.10.4 Wendepunkte

Wendepunkte einer Funktion sind Stellen zg, an denen die Krimmung der Funktion von
konkav zu konvexr oder umgekehrt wechselt. Wendepunkte mit waagrechter Tangente heiflen
Sattelpunkte.

Bestimmung von Wendepunkten:

Fiir geeignet oft differenzierbare Funktionen f gilt:

f¥) (2g) =0 fiir 3<k <n
S (@0) #0

n gerade

n ungerade

xo ist Wendepunkt 20 ist Wendepunkt xo ist kein Wendepunkt

2.10.5 Sattelpunkte

Man bezeichnet als Sattelpunkt, Terrassenpunkt oder Horizontalwendepunkt einen kriti-
schen Punkt einer Funktion, der kein Extrempunkt ist. Punkte dieser Art sind Spezialfille
von Wendepunkten.

Fiir Funktionen f(z) ist das Verschwinden der 1. Ableitung an der Stelle f’(z) = 0 eine
Bedingung dafiir, dass ein kritischer Punkt vorliegt.

Ist die 2. Ableitung an dieser Stelle # 0, so liegt ein Extrempunkt und damit kein Sat-
telpunkt vor. Fiir einen Sattelpunkt muss f”(z) = 0 sein, wenn sie existiert. Dies ist
allerdings nur eine notwendige Bedingung (fir zweimal stetig differenzierbare Funktio-
nen).

Umgekehrt gilt (hinreichende Bedingung):
Sind f'(x) = f”(x) = 0 und die 3. Ableitung # 0, so liegt ein Sattelpunkt vor.

Ein Sattelpunkt ist ein Wendepunkt mit waagrechter Tangente.
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Bedingung

Hochpunkt berechnen  f/(xg) =0 und  f"(x0) <0
Tiefpunkt berechnen f(xg) =0 und f"(x0) >0
Wendepunkt berechnen  f'(xo) # 0

f"(w0) =0
f"(@o) # 0

Sattelpunkt berechnen  f’(zg) =0  (Bedingung fiir eine waagrechte Tangente)
f"(@o) =0

" (x0) #0 (Bedingung fiir einen Wendepunkt)

Beispiel:
Bestimmen Sie die Sattelpunkte folgender Funktionen:

1. f(x) = 225 + 52* — 1023 — 2022 + 40z + 30

a)

100

80

60
/w/

40

20

-20
40 /—«—/

-60

-80

-100
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2.10.6 Kurvendiskussion
Unter der Kurvendiskussion versteht man die Bestimmung des Kurvenverlaufs anhand
nachfolgender Eigenschaften:

e Definitionsbereich

o Wertebereich

e Symmetrie

o Periodizitat

e Nullstellen

e Pole

e Asymptoten

o Extremwerte

o Wendepunkte
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Integralrechnung fiir Funktionen einer Variablen

3.1 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

3.1.1 Definitionen

Ist f: [a,b] — R eine beschrankte Funktion, fiir die die Untersummen und Obersummen
(vgl. Graphik) von a bis b zum gleichen Grenzwert konvergieren

0.5

so heifit f (Riemann-) integrierbar. Bei einer feineren Unterteilung wird die Obersumme
kleiner und die Untersumme grofier.

b
Der Grenzwert / f(z)dz heifit das (bestimmte) Riemann-Integral von f auf [a,b].

Fiir eine stetige Funktion f heifit jede differenzierbare Funktion F' mit F’ = f Stammfunk-
tion von f.

Bemerkungen

o Ist f:[a,b] — R eine integrierbare Funktion mit f(z) > 0V x € [a,b], so l&sst sich

b
das Integral / f(x)dz als Flache zwischen der z-Achse und dem Graphen von f

deuten.

o Ist f:[a,b] — R eine stetige Funktion, dann ist f integrierbar auf [a,b]

25
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3.1.2 Hauptsatz

Ist f eine stetige Funktion auf einem Intervall I C R und a € 1 ein beliebiger Punkt, und sei
x
F@y:/ﬂww
a

Dann gilt:

1. F ist eine Stammfunktion zu f, d.h. F ist in I differenzierbar mit F’(x) = f(z)

2. Fir jede Stammfunktion F' zu f und a,b € I gilt:

b b
/}wa:/F@sz@—F@:{ﬂﬂz

3.2 Beispiele von Stammfunktionen

Die Berechnung von Stammfunktionen lisst sich - im Gegensatz zum Differenzieren - nicht
immer auf die Anwendung einfacher Regeln zuriickfiihren. Stammfunktionen, d.h. Integrale
werden somit via Tabellen, Erfahrung, SW-Programme (Matlab, Maple, Wolfram Alpha...)

bestimmt.

Funktion f(z) x: | Stammfunktion F(z)
anrl
2" mit n € R +C
n+1
1
- In|z| + C
x
e’ e? +C
e —e "+ C
x a/a:
a n(a) +C
In(z) zln(zx) —x+C
sin(x) -cos(z) + C
cos(x) sin(z) + C




3.2 Beispiele von Stammfunktionen

Funktion f(x) Stammfunktion F(x)
L tan(z) + C
cos?(x)

1 cosh(z) + C
sh(z
sinh(x)
cosh(z) sinh(z) + C
! coth(z) + C
— x
sinh?(z)
1 tanh(z) + C
nh(z
cosh?(z)
1
522 arctan(z) + C
. artanh(x) + C fir |z| < 1
— =1 (1
1—2a2 ~ln< +$>+Cfﬁr|x|>1
2 1-2z

_ Jarcsin(z) + C4
| -arccos(z) + Co

=arsinh(z) + C :ln’:c + /22 + 1’ +C

=arcosh|z| + C :ln‘x + /2?2 — 1‘ +C

Regel:
Sind f,¢g Funktionen mit Stammfunktionen F' und G und sind C1, Cs € R so gilt:
C1F(z) + CoG(x) ist Stammfunktion von C f(z) + Cag(z)

Beispiele:

Bestimmen Sie die Stammfunktion von
1. f(z) =sin(x)—cos(x)
2. f(x)=2e"—x

3. f(x) = 5cosh(z) + 322
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Regeln fiir bestimmte Integrale:

b
Vertauschregel /f(af)da? = —/f(a;)da:
a b

a
zusammenfallende Integrationsgrenzen / flx)dz =0
a

b c b
Aufteilen des Integrationsintervalls / f(z)dz = / f(z)dx + / f(z)dx

3.3 Integrationsmethoden

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Methoden zur Berechnung von Integralen
dargestellt. Das Ziel der Methoden ist jeweils, komplizierte Funktionen in einfachere
Funktionen mit bekannten Intgeralfunktionen zuriickzufiihren.

3.3.1 Substitutionsmethode

Bei der Substitutionsmethode wird durch Substitution versucht das Integral {iber eine neue
Integrationsvariable zu beschreiben und dieses neue Integral zu 16sen. Die Substitutionsme-
thode fiihrt insbesondere in folgenden Féllen zum Ziel:

L[ d@) flg@)ds

d
Es wird die innere Funktion substituiert: v = g(z) = d—u =¢'(z) = du=¢(z)dx.
x

Damit ldsst sich obiges Integral umschreiben in das einfachere:

@ 1oz = [ fuau

f'(x)
2 [
Es wird substituiert: u = f(z) = % =fl(z) = do= ffl(li)

Damit lasst sich obiges Integral umschreiben in das einfachere und sofort 16sen:

F@) g [L u =In|u =In|f(z
/f(x)dx_/ud Infu| + C =In|f(z)| + C




3.3 Integrationsmethoden

29

Beispiele:

1. /x-cos(mz)dx

d d 1
Substitution: u = 2> = & _ 2¢ = dx= o = xdr = —du
dx 2x 2
9 1 1.
/cos(x )-xdr = / §cos(u)du = ism(u) +C

1
Riicksubstitution: /x-cos(xQ)d:c = —sin(2?) + C

2
2. / $dx
xln(x)
du dx

1
Substitution: v =In(z) = —=—- = — =du
dr =z x

1 1
/—dx:/—du = Inju|+C
zlnz U

1
Riicksubstitution: / ——dz =In|In(z)| + C
zlnx

Aufgaben:

Berechnen Sie nachfolgende Integrale durch geeignete Substitution:

1 A, [
/Mm_

4x
2. dz =
/x2+4 o
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3.3.2 Produktintegration / Partielle Integration

Aus der Produktregel der Differentialrechnung erhélt man durch Umformung die als
Produktintegration bekannte Integrationsmethode:

[u@) v(@)] = (@) v(@) +ul@) ()

u(@)- V(@) = [u@) @) - (@) o)
/ w(z) v(@)de = u(@)-o(z) — / o (@) - v(z)de
Vorgehen:

Zur Bestimmung des Integrals [ f(z)dz wird zunéchst der Integrand f(x) in geeigneter
Weise in ein Produkt u(z) - v/(x) zerlegt:

/f(x)d:v = /u(x) ' (z)dx

Dieses Integral ldsst sich dann wie folgt darstellen:

/u(x) ' (z)dr = u(x) - v(x) — /u’(x)v(m)dx

Beispiele:

1. /xexdm

/ x e dx= Ableiten | w=2x wv=¢"
==

[T
u =1 v =e¥ 7’ Aufleiten’

= gz e — 1. €% dz
N~ ~—
u v W v

= ze¥—e"+C

= eelz—-1)+C
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1

3.3.3 Integration gebrochen rationaler Funktionen

Fiir echt gebrochen rationale Funktionen gibt es eine spezielle Integrationstechnik, ndmlich
die Integration durch Partialbruchzerlegung.

Ist also das Integral einer gebrochen rationalen Funktion zu bestimmen, so erhdlt man
zunéchst durch Polynomdivision ein Polynom und eine echt gebrochen rationale Funktion.
Von diesen lasst sich dann das Integral des Polynoms leicht bestimmen und das Integral
der echt gebrochen rationalen Funktion mit Hilfe des Verfahrens der Partialbruchzerlegung
ermitteln.

Partialbruchzerlegung einer echt gebrochen rationalen Funktion:
Z(x)

N(x)
folgt in eine Summe aus Partial- oder Teilbriichen zerlegen:

lasst sich schrittweise wie

Eine echt gebrochen rationale Funktion vom Typ f(z) =

1. Zunéchst werden die Nullstellen (Nullst) des Nennerpolynoms N (z) nach Lage und
Vielfachheit bestimmt.

2. Jeder Nullstelle des Nennerpolynoms wird ein Partialbruch in folgender Weise zuge-

ordnet:
. A B
r1,T9: einfache reelle Nullstellen — + + ...
Tr—x1 T —To
A A
r1: zweifache reelle Nullstelle — L 4 2 3
r—z1 (z—x1)
A A
T : r-fache reelle Nullstelle — L + 2 + ot —
x—x1 (r—mx1)? (x —x1)"
B B
r1,z2 ¢ konjugiert komplexe Nullstellen — 1% + B2

(x —z1)(x — z2)

Bix + Bs Br1x + By

x1,x2 : r-fach konjugiert kompl. Nullstellen —

(x—x)(z—22) — (v—z1)" (T —22)"

A, A1, As, ..., A, und B, By, By, ...B,1, By sind dabei zunichst noch unbekannte Konstante.

Z(x)
N(x)

3. Die echt gebrochen rationale Funktion f(z) = ist dann als Summe aller

Partialbriiche darstellbar.

4. Bestimmung der in den Partialbriichen auftretenden Konstanten:
Zunachst werden alle Briiche auf einen gemeinsamen Nenner gebracht und nur der
Zahler verglichen.
Durch Einsetzen geeigneter x-Werte (z.B. der Nennernullstellen) erhalt man ein
einfaches lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten Konstanten.
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Beispiele:
23 — 1222 + 5x + 150
1. =
Polynomdivision:
Tr+1
2 fla) =

2 -1
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Bemerkung:
Die bei der Partialbruchzerlegung einer echt gebrochen rationalen Funktion auftretenden

Funktionen sind bei reellen Nennernullstellen vom Typ

1 1
——— bzw. ———— mit n > 2
x— 1 (x —x1)"

Mit Hilfe der Substitution u = x—x; ist ihre Integration elementar durchfiithrbar:

d
/ w zln\x—x1|+Cl

r — I
dz 1 (x —a)l™™
= = - 2
/(x—xl)" (1—n)(a;—:c1)”_1+02 1-n e

3.4 Uneigentliche Integrale
Bestimmte Integrale mit unendlichem Integrationsintervall, z.B.
[ @iz, [ f@z, [ )

nennt man uneigentliche Integrale.

Bestimmung eines uneigentlichen Integrals:

o0
Ein Integral vom Typ / f(z)dx wird folgendermassen berechnet:
a

A
1. Berechnung des bestimmten Integrals / f(z)dx = A(N)
a

[\)

. Berechnung des Grenzwertes / A(N)

A—00
0 A
3. Man setzt definitionsgemaf / f(z)dx = /\lim / f(z)dx
—00

4. Ist der Grenzwert vorhanden, nennt man das uneigentliche Integral konvergent,
andernfalls divergent.

Beispiele:
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Funktionen mehrerer Variablen

Bislang hatten wir ausschliesslich mit Funktionen von einer unabhéingigen Variablen
gearbeitet. In den Anwendungen treten jedoch auch Gréfien auf, die von mehr als einer
Variablen abhangen.

Wir werden uns hier mit der Differentiation und Integration dieser Funktionen beschéafti-
gen.

Beispiel: Ohmsches Gesetz

Die an einem ohmschen Widerstand R abfallende Spannung U héngt nach dem Ohmschen
Gesetz vom Widerstand und der Stromstérke I ab:

U=R-1I
D.h. U héngt von 2 unabhangigen Variablen R und I ab.

4.1 Funktionen von zwei Variablen

Unter einer Funktion f von 2 unabhéngigen Variablen versteht man eine Vorschrift,
die jedem geordneten Zahlenpaar (z|y) € R? genau ein Element z € R zuordnet:

= f($7y)

Beispiele:
l. z=f(z,y)=2x+y+5
2. 2= flx,y) = 2% + 9>
3. 2= f(z,y) = V25 — 2% —y?
RT
4. p=p(V,T) = —

Mit p: Druck, V: Volumen, T absolute Temperatur, R: allgemeine Gaskonstante

34
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4.2 Funktionen von n Variablen

Unter einer Funktion f von n unabhingigen Variablen versteht man eine Vorschrift,
die jedem geordneten Zahlentupel (z1,z2,23...2,) € R™ genau ein Element z € R
zuordnet:

z = f(x1,x2,T3...24)

Beispiele:

Lou= f(z,y,2) =ln(z? + y> + 22 + 1)

2. Reihenschaltung von Widerstdnden
Bei der Reihenschaltung von n ohmschen Widersténden R;, Ra, ... R, addieren sich
die Einzelwiderstdnde zu einem Gesamtwiderstand R:

R=Ri+Ro+Rs+ ..+ R,

4.3 Darstellungsformen von Funktionen von mehreren Variablen

4.3.1 Explizite Darstellung
Bei der expliziten Darstellung liegt die Funktion aufgelést in Form einer Gleichung
vor:

u=2x1+xo—6x3+9r4+1

u=a?+y?+ 2*

z = 2sin(z — y)

4.3.2 Implizite Darstellung
Bei der impliziten Darstellung liegt die Funktion nicht aufgel6st in Form einer Gleichung
vor:

2x1 +x92 — 623+ 924 —u=—1

1=a?+y*+2°

0= 2sin(x —y) — 2
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4.3.3 Graphische Darstellung von Funktionen z = f(z,y)
Fiir die Veranschaulichung von Funktionen zweier Variablen gibt es eine Reihe von ver-
schiedenen Moglichkeiten:

1. Betrachtung als H6he

Eine Funktion z = f(x,y) kann in einem dreidimensionalen Raum durch eine iiber
dem Definitionsbereich R liegende Fliache dargestellt werden. Der Funktionswert z

ist dabei die Hohe.

Beispiel: f(x,y) = (/22 + y?

= “““’0
N D
AR

2. Darstellung einer Ebenengleichung az + by +cz+d =0

Fiir die grafische Darstellung einer Ebenen bestimmt man einfachheitshalber die 3
Achsenschnittpunkte und verbindet diese zu einer Ebene.

Beispiel: 3z + 6y + 4z = 12

Schnittpunkt mit z-Achse (y = z = 0): P,(4/0|0)
Schnittpunkt mit y-Achse (z = z = 0): P,(0]2]0)
Schnittpunkt mit z-Achse (x = y = 0): P.(0]0[3)

3. Rotationsflachen

Die Funktionsgleichung einer zur z-Achse rotationssymmetrischen Flache lautet:

= )

Eine solche Rotationsfliche entsteht durch Drehung der Kurve z = f(z) um die
z-Achse.

Beispiel: f(z,y) = 22 + 3>

2

Dies ist die Rotation der Normalparabel z = x* um die z-Achse, denn:

2=f<\/932+y2) = (W)Q =22 + y?

Der Graph ergibt die Mantelfliche eines Rotationsparaboloids.
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4. Schnittkurvendiagramme

Einen sehr anschaulichen Einblick in die Struktur einer Funktion z = f(z,y) er-
moglichen Schnittkurvendiagramme, die man durch ebene Schnitte der zugehorigen
Bildfliche erhélt. Meist werden dabei Schnitte parallel zu einer der drei Koordina-
tenebenen gewahlt.

o Schnitte parallel zur z,y-Ebene (z=const) erhalt man fir f(z,y)= const
o Schnitte parallel zur y,z-Ebene (z=const) erhilt man fiir z = f(const,y)

o Schnitte parallel zur z,z-Ebene (y=const) erhilt man fir z = f(x,const)

Beispiel:

Schnittkurven der Rotationsfliche z = 22 + y? mit Ebenen die zur y,z Ebene, z,z Ebene
parallel verlaufen

y,2-Ebene: z = y? + C Dies sind nach oben verschobene Normalparabeln

x,2-Ebene: z = 22 + C Dies sind nach oben verschobene Normalparabeln

Beispiel:
Schnittkurven der Zustandsgleichung des idealen Gases pV = RT mit der p,V-Ebene

C
T t):p=—
(T const): p v

5. Hohenliniendiagramm

Das bekannteste Schnittliniendiagramm ist das sog. Héhenliniendiagramm. Beim
Hohenliniendiagramm werden alle auf der Fliache z = f(z,y) gelegenen Punkte
gleicher Hohe z = ¢ zu einer Flachenkurve zusammengefasst.

Die Hohenlinien einer Funktion z = f(z,y) geniigen der impliziten Kurvengleichung
f(z,y) = const

Beispiel:

Héhenlinien der Rotationsfliche z = 22 + /2
Die Hohenlinien sind Kreise 22 + y? = C

10
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4.4 Differentiation

4.4.1 Partielle Ableitung 1.0rdnung

Wir betrachten hier die Ableitung von Funktionen mehrerer Variablen.

Es sei f: R" — R eine Funktion mit n Variablen und a = (aj|az|...|a,) ein Punkt des
Definitionsbereiches von f. Existiert der Grenzwert

lim fla1,a2,...a; + Az, ...apn) — f(ar,a2,...a;, ...an)
Az;—0 sz

so heisst dieser Grenzwert die
partielle Ableitung von f nach der Variablen z; an der Stelle a.

kurz: oder auch f,,

T
und die Funktion f heif3t im Punkt a partiell nach x; ableitbar.

Die Funktion f heif3t partiell differenzierbar, wenn sie an jedem Punkt a € D bzgl
jeder Variablen differenzierbar ist.

Beispiele:
Berechnen Sie fiir die nachfolgenden Funktionenf : R™ +— R die partiellen Ableitungen.

L f(z,y) = 2%+ y?

J o ]l —
7( ).’IZ T
S f —

2. f(x,y) = 2y + 623¢c — 242 + 6y

a’
_— = ’ZE =
J —

3. f(z,y) = sin(2z)- cos(y)

of .
%_fx—
of .
oy =
4. f(x,y) = 2> + 3zy

of .
%—fz—
0

o

dy
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5. flz,y,2) = -y 23

af_ B
By =
6 f(:n y,z) = z- sin(yz)

Ao o=
af

oy~
of

a_fz—

4.4.2 Partielle Ableitung 2. Ordnung

Die partiellen Ableitungen 1. Ordnung kénnen, sofern sie differenzierbar sind, wiederum par-
tielle abgeleitet werden. Dabei entstehen partielle Ableitungen 2. Ordnung;:

8f 8f _82f
ox\oxr )  ox?

of (of >’f
oy \ Ox 8y0x

Oz \ Oy

8f<8f> o2 f _

= fa:m

of (of &—f
Ay \ dy oyr Y

Satz von Schwarz

Wenn die zweiten partiellen Ableitungen stetig sind, so kann man die Reihenfolge der

Ableitung vertauschen:

fzy = fyx bzw. fa:z =

Beispiel:

[z, y) = *- sin(zy)

fe(z,y) = 22- sin(xy) + 22y- cos(xy)

fex(m,y) = 2 sin(xy) + 2zy cos(wy) + 22y cos(zy) — 22y? sin(zy)

=

fzz bzW. fyz =

fy(z,y) = 3. cos(zy)

fyy(z,y) = —z* sin(zy)

fya(,y) = 22* cos(zy) +a? cos(zy)

— 23y sin(zy)

= fay(z,y) = 32% cos(wy) — 2’y sin(xy)
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4.4.3 Gradient

Der Gradient der partiell differenzierbaren Funktion f = f(x1,x9,...xy)
ist der Spaltenvektor aus den partiellen Ableitungen von f:

[y

grad(f) = Je = Vf (mit V dem Nabla-Operator)

Jan

Die Eigenschaften lassen sich gut an einem bergformigen Graphen veranschaulichen:
Hohenlinien des Berges sind die Niveaulinien der Funktion.

f(x,y) = 200

f(x,y) = 150

Weg des steilsten
Abstieges

Die Gradienten stehen immer senkrecht zu gedachten Tangenten an diese Niveaulinien. v f
weist in die Richtung des steilsten Anstiegs, wihrend —V f die Richtung des steilsten Ab-
stiegs angibt.

Beispiele:

Berechnen Sie die Gradienten folgender Funktionen:

1. f(z,y) =22 +y+1

2. fle.y) = a2 'ty

3. f(z,y) = 2*- sin(y) an der Stelle (0|%)
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Rechenregeln:

Es seien f,g zwei beliebige n-dimensionale Funktionen und ¢ eine Konstante. Dann gilt:

. grad(c) =

o grad(cf) = ¢ grad(f)

o grad(f +g) = grad(f)+ grad(g)

o grad(fg) = f- grad(g) + g- grad(f)
(

) =
o grad(f™) frtgrad(f) firn#0

Beispiel:
Gradient der Funktion f(x,y) = g(x,y) - h(z,y) = sin(zy) - zy

Fs ist grad(f) ycos(zy)zy*+sin(zy)y?
ist gr =
& zcos(zy)zy?+sin(zy) 22y

Im Vergleich dazu ist:
2

grad(g) = ( yeos(zy) ) und grad(h) = ( 4 >

xcos(zy) 22y

2 cos(x
g- grad(h) 4+ h- grad(g) = sin(zy) ( nyy > o ( Zcosgxz; )

Bemerkung:

Befindet man sich an einem lokalen Minimum oder Maximum oder Sattelpunkt, so ist der
Gradient an dieser Stelle gerade der Nullvektor.

Anwendungen:

¢ Thermodynamik: Sind Teile eines Korpers unterschiedlich heif3, so stromt Wérme
von den heifleren zu den kiihleren Bereichen. Ist die Warmeleitfahigkeit iiberall
gleich, so ist der Wéarmestrom ein Vielfaches des Temperaturgradienten. Fiir den
Wérmestrom J,, und der Warmeleitfahigkeit A gilt: J,, = —\ grad(7T)

e Elektrodynamik: Statische elektrische Felder sind stets Gradientenfelder elektro-
statischer Potentiale &(x,y, z)
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4.4.4 Richtungsableitung

Mit Hilfe des Gradienten lésst sich auch der Anstieg in jeder beliebigen Richtung, d.h. die
Richtungsableitung, ermitteln.

Unter der Richtungsableitung versteht man die Ableitung, also den Anstieg
in Richtung eines normierten Vektors ¥, d.h.

lim
t—0 t

Ist f differenzierbar, so kann man die Richtungsableitung als Skalarprodukt aus grad(f)
und U berechnen:

grad(f) o ¥

Sei h(t) := f(Z + tU). Die Menge aller Punkte der Form Z + ¢,¥,¢ € R ist offensichtlich
die Gerade g durch den Punkt & parallel zum Vektor ¢. Daher stellt die Funktion h die
Funktion f eingeschrinkt auf die Gerade g dar.

y
z :
oz =1(xy) :
g 0 !
5 1|9
e
< Xy |

Beispiel:

Es sei f(x,y) = 23-sin(y) + € - y°.
Berechnen Sie die Richtungsableitung von f in Richtung des Einheitsvektors ¥ mit

—
v

im Punkt (1|0)

Sl =Sl
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4.4.5 Volistandiges Differential
Unter einem Differential versteht man den linearen Anteil des Zuwachses einer Variablen
oder einer Funktion.

Das vollstéandige Differential, auch totales Differential genannt berechnet sich als Skalar-
dl’l

d
produkt aus dem Gradienten mit dem Vektor 2

dx,

d.%'l

dxg

df =grad(f) o = frdz1 + foodza + .o+ fo, dzy

dz,,

Fiir eine Funktion f(z,y) lautet das vollstandige Differential: df = f,dz+ f,dy

infinitesimales Element:

Beispiele:

L f(z,y) =2* +y°
Das totale Differential ist:

1
SR i ey

Das totale Differential ist:
3. f(z,y,2) = 2yz.
Das totale Differential ist:
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4.4.6 Lokale Extremwerte von f(z,y)

Gesucht sind Punkte (x|y) deren Funktionswerte z = f(z,y) in einer Umgebung am hchsten
(lokales Maximum) oder am niedrigsten (lokales Minimum) ist.

Notwendige Bedingung fiir einen lokalen Extremwert:

grad(f) = 0

Hinreichende Bedingung fiir einen lokalen Extremwert:

fmm fxy

>0 (Hesse-Matrix)
f yx f Yy

grad(f) =0 und |

Ist fzz < 0, dann liegt ein relatives Maximum vor

Ist frz > 0, dann liegt ein relatives Minimum vor

Bemerkungen:
f TT f Ty . .
o Ist < 0, so liegt ein Sattelpunkt vor
f YT f Yy
o Ist faz fay = 0, so kann keine Aussage getroffen werden
f yT f Yy
Beispiel:

Bestimmen Sie die relativen Extremwerte folgender Funktion:
1. f(z,y) = —2% + 62y + 8z — y? — 16y — 14

fo(zy) = -2x4+6y+8=0
fylz,y) =62 —2y —16 =0

Lineares Gleichungssystem:

=x=3y+4
3-3y+4)—y=38
9y + 12—y =38
1 1 3 8 5
8y = vy 5 = 3( 2>+ 2+2 5

Extrempunkt bei (5/2,-1/2)
Hesse-Matrix:
fx:c = -2 fxy =6
fyr =6 fyy = -2

-2 6
‘ 6 —9 =(-2)-(-2)—(6-6)=4—-36=-32<0
= Sattelpunkt bei (5/2,-1/2)
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4.5 Mehrfachintegrale

Wir betrachten die Integration einer Funktion von mehreren unabhédngigen Variablen. Von
praktischer Bedeutung ist dabei, dass sich ein Mehrfachintegral auf mehrere nacheinander
auszufithrende einfache Integrale zuriickfithren lésst.

Legt man noch ein Koordinatensystem zugrunde, das sich der Symmetrie des Problems be-
sonders anpasst, so vereinfacht sich die Berechnung der Integrale oft erheblich.

4.5.1 Doppelintegrale

Unter einem Doppelintegral

V= // f(z,y)dA
(4)

versteht man den Grenzwert

i n(Ag) "
A k; f(@r,yr) AAg

zur Berechnung des Volumens unter einer Fléche z = f(z,y)

Berechnung:

Ist die Grundfliche A des Doppelintegrals eingeschlossen zwischen einer oberen Randkurve
Yo = fo(x) und einer unteren Randkurve y,, = f,(x) zwischen den beiden Begrenzungen
x = a und x = b, so berechnet sich das Doppelintegral:

fo(z)
V= [[ ryaa- /b | rayips
(A) a y=fu(z)

Beispiele:

NE]

17 1
. V= f4 x-cos(2y)- dy-dx = [ [ x(cos(Zy)- dy)- dz
x=0y=0 x=0y=0

us
4

= }0 x [;sin@y)] dz

8

y=0

x(sin (g) —sin(O)) dz

8
|~ ——
o

o

8
8
o
8

I NG I NN I NG
—
8
o
[
o —

-
e,
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1 VT
2. [ [ 2y dy-dz =
r=0y=x

4.5.2 Doppelintegrale in Polarkoordinaten
Oftmals vereinfacht sich die Berechnung eines Doppelintegrals, wenn man an Stelle der kar-
tesischen Koordinaten x und y Polarkoordinaten r und ¢ nimmt.

Zwischen kartesischen Koordinaten und Polarkoordinaten besteht folgender Zusammen-
hang:

x =rcos(p),y =rsin(p) (r>0, 0<¢p <27)

Beim Ubergang in Polarkoordinaten geht eine Funktion z = f(x, ) iiber in 2z = F(r,p). Ein
Fléchenelement in Polarkoordinaten wird von 2 Kreisen mit den Radien r und r+dr und von
zwei benachbarten Strahlen mit den Winkeln ¢ und ¢+ dg begrenzt.

Fiir das Flidchenelement dA gilt: dA =r-de-dr (Hinweis: Funktionaldeterminante)

Ein Doppelintegral ldsst sich somit in Polarkoordinaten folgendermassen darstellen:

©w2 7'0,(90)
(e [T suncnrato) s
(A) p=p1 r=Ti(4P)
Ya
__________________ /dA =7r.dep-dr
______ g
d<P x\ . “.““‘ r
"
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Beispiele:

1. Welchen Wert besitzt das Doppelintegral [ [, xy dA iiber der Integrationsfliche A,
die ein Kreisauschnitt zwischen ¢ = 0° und ¢ = 45° des Kreises mit Radius 2 ist.

//xy dA =
(4)

2. Durch Drehung des Parabelstiickes z = 4 — 22 fiir z > 0 um die z-Achse entsteht die
Funktion z = 4 — (22 + ?).

Der so entstandene Rotationskorper hat eine Bodenfliche, die in der z,y-Ebene liegt.
Es soll das Volumen berechnet werden:

//4—(m2+y2) dA =
(4)
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4.5.3 Flacheninhalt

Der Flacheninhalt A eines Normalbereiches (A) lasst sich mit Hilfe der Integration unter
der Funktion f(z,y) = 1 berechnen:

b fo(x) ®2 Ta(ﬁp)
A://dA:/ / dy- dx = / / r- dr- dp
(4) 7= y=f,(z) P=p1r=r;(p)

Beispiel:

1. Berechnung der im ersten Quadrant gelegenen Fliche zwischen der Kreislinie 22 + 32 = 25
und der Geraden y = —x + 5.

1 T
; ; ; ) [02 _ 22 = /2 .2 4 .2, o E
Verwenden Sie dazu die Beziehung;: / a*—z4der = 5 (x a* —z*+a arcsm(a)).
A= / / A =
(4)
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4.5.4 Schwerpunkt einer Flache

Die Schwerpunktskoordinaten x5 und ys einer homogenen ebenen Fléche vom Flacheninhalt
A sind definiert durch:

1 1
xszz//x-dA yszz//y-dA
(A) (A)

Beispiele:

1. Wo liegt der Schwerpunkt S der Fliche, die von der Parabel y = —z? + 4 und der
Geraden y = = + 2 begrenzt wird?

Wir berechnen zunéachst die Flache A:

A://dA:
()

Berechnung der Schwerpunktskoordinate x:

1
mszz//x-dA:
(4)
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Berechnung der Schwerpunktskoordinate y;:

1
vy [foaas
(4)

4.5.5 Dreifachintegrale

Ein Dreifachintegral ist die Verallgemeinerung des Doppelintegrals fiir Funktionen mit drei
unabhéngigen Variablen.

fo(z)  zo(z,y)

///f(x,y,z)dv - /b / / f(z,y,2)- dz- dy- dz
V)

T=0y=fy, (I) R=Zu (xvy)

Beispiel:

2 r T—Y
I [ [ y-e*dzdyde =
r=1y=0 2=0



4.5 Mehrfachintegrale 51

4.5.6 Dreifachintegral in Zylinderkoordinaten

Die Zylinderkoordinaten eines Raumpunktes P berechnen sich aus den kartesischen Koor-
dinaten (x,y,z) wie folgt:

x =rcos(p) y=rsin(g) z=z2

Ein Dreifachintegral lasst sich damit in Zylinderkoordinaten berechnen durch:

/// f(z,y,2)dV = /// f(rcos(go),rsin(gp),z) cr-dz-dr-de
V) (V)

4.5.7 Volumen und Masse eines Korpers

Das Volumen eines Korpers berechnet sich als Dreifachintegral der Funktion f(x,y,z) =1
tiber dem Volumen (V).

Die Masse eines Korpers berechnet sich als Dreifachintegral der Dichte-Funktion p(z, vy, 2)
tiber dem Volumen (V).

Beispiel:

1. Durch Rotation des Kurvenstiickes z = /x fiir 0 < 2 < 4 um die 2-Achse entsteht
ein trichterférmiger Drehkorper, dessen Volumen bestimmt werden soll:

2 4 2
V= [ [ [ ordzdrdp
e=07r=0z=/r

or [ 4 2
:i fr[ I -dz]-dr]dtp

=0 | r=0 PR
or [ 4
= [ 1) T[Q—\/ﬂdr de
»=0 | r=0
or [ 4
= [ 1) (2r—r~r%)d7’ de
=0 | r=0
- 4
T, 2 5/2
= [ |rF—-r de
=0 | 5 r=0

2 .\ 2r 32
= (16 - 25> [ dp = 225 ~20.106
57 ) Lo 5
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4.5.8 Schwerpunkt eines Korpers

Die Koordinaten des Schwerpunktes eines homogenen Korpers sind:

1 1 1
neg [l =g fffvav s ] v
(V) (V) (V)

4.5.9 Massentragheitsmoment

Das Massentréagheitsmoment tritt im Zusammenhang mit Drehbewegungen starrer Kérper
auf. Das Massentréagheitsmoment J eines homogenen Korpers ist definiert als:

fo(z)  zo(z,y)

J:p(/v/)/r%-dV:p /b / / (22 + %) dz- dy- dz

Tr=a y:fu (2?) Z=Zy (Jﬁ,y)

r 4 ist der senkrechte Abstand des Volumenelemtes dV von der Bezugsachse A.

Unter Verwendung von Zylinderkoordinaten ist das Massentragheitsmoment bezogen auf
die Rotationsachse (z-Achse):

J, = ,0/// r3.dz-dr-dyp
V)

Beispiel:

Man bestimme das Massentragheitsmoment eines homogenen Wiirfels (Kantenldnge: a;
Dichte: p = const) beztiglich einer Kante

L.=p [ [ [ (@ +y*)dzdyda
=0 y=0 2=0
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4.6 Kurvenintegral

Wir fiihren den Begriff eines Kurvenintegrals am Beispiel der physikalischen Arbeit ein,
die von einer Kraft bzw. einem Kraftfeld beim Verschieben eines Massenpunktes verrichtet
wird.

Beim Berechnen der Arbeit ist zu beriicksichtigen, dass die auf den Massenpunkt lings der
Kurve C einwirkende Kraft von Ort zu Ort verschieden ist:

W = /dW = /f-d? = /Fx(ﬁ,y)daz + Fy(z,y)dy
C C C

Fiir die Koordinaten = und y setzt man die Parametergleichungen z(t) und y(¢) der
Integrationskurve C' ein:

W= [ (Fuwpa(t) + Fy(e)p))- de

Dies kann man auf ein rdumliches Vektorfeld {ibertragen:

to

W:/F-d?:/(ﬁ-?’) dt
C

t1

Beispiele:
1. Berechnung des Kurvenintegrals / (ye®- dx + €*- dy) lings des parabelférmigen

C
Verbindunsgweges C' : x = t;y = t? der beiden Punkte (0|0) und (1|1).

1
/(yex- dz +e* dy) = /(tzet + e'2t)- dt
c 0

[(#2 = 2t + 24 2(¢ - 1))&};

[(1=2+2)e] =

2z + y?
2. Welchen Wert besitzt das Kurvenintegral des rdumlichen Vektorfeldes F= 2y
T+ z
t
lings der Kurve C, die durch den Ortsvektor 7 = | ¢2 | mit 0 <t < 1 gegeben ist.
t

W:/F-d?
C



KAPITEL b

Potenzreihen, Taylorreihen

5.1 Motivation

Funktionen vom Typ
f(@) = apz™ + an_12" '+ ...+ a1z + ap
werden als ganzrationale Funktionen oder Polynome bezeichnet.
Polynome besitzen viele besonders einfache und angenehme Figenschaften:
o Ein Polynom vom Grade n hat genau n (evl. komplexe) Nullstellen.
o Polynome sind stetig
e Polynome sind beliebig oft differenzierbar; die Ableitung ist leicht zu bestimmen

e Polynome sind integrierbar; die Stammfunktion ist einfach zu bestimmen

= Aus diesem Grunde versucht man die bei technischen Problemen auftretenden
Funktionen durch Polynome zu approximieren.

Eine Moglichkeit ist die Approximation durch Taylorpolynome.

5.2 Reihen

5.2.1 Definitionen

Ist (ay) eine Folge, dann wird durch die Teilsummen

S1 = ai
So = a1+ a
n
Sp= D ag
k=1
eine neue Folge (sy,), ndmlich die Reihe zu (a,) definiert.
Ist die Folge der Teilsummen konvergent, d.h. 1i_>m Sn = s so heisst auch die Reihe
n—oo
[ee)
konvergent und man schreibt: ap =S oder aj+as+..=3s
k=1

54
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Ist die Reihe nicht konvergent, so heisst sie divergent.
Im Falle einer divergenten Reihe, bei der fiir die Teilsummen gilt:

lim s, = o0 bzw. lim s, = —oo schreibt man:
n—oo n—oo

(o) [o¢]

oap =00 bzw. > a,=—00

n=1 n=1

Beispiele:

1. Gegeben sei die Folge (ay) mit ay =k VkeN

[e.e]
Wie lautet die Reihe > ag?
k=1

1
2. Gegeben sei die Folge (aj) mit a; = z VkeN

o0
Wie lautet die Reihe > ag?
k=1

3. Gegeben sei die Folge (az,) mit ay =2+ 0.1¥F ¥k €N

[e.e]
Wie lautet die Reihe > ag?
k=1

4. Gegeben sei die Folge (ay) mit ar, = ag®' V k € N und a,q beliebig.

o0
Wie lautet die Reihe > ax?
k=1

5.2.2 Geometrische Reihen

TINULITL L S S
stitgt o tag =

[e.°]
« Die geometrische Reihe > ¢* '=1+4+¢+ ¢+ ¢+ ...
k=1

ist konvergent fiir |¢| < 1
ist divergent fiir |¢| > 1
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Nachweis:

— Zunéchst wird eine geschlossene Darstellung der n-ten Partialsumme s,, gesucht.

Es ist
LA

Sn = Y ¢! = l4+qg+¢@+..+¢"!
k=1
O k-1 2k 2, 3

qsn = q> ¢ =>4q¢ = q+¢@+¢+..+q"
k=1 k=1

Sn —(4Sn = 1_qn

1 _ AN
und deshalb folgt: s, = 1 a
—q

— Nachweis der Konvergenz fiir |¢| < 1:

Fir |¢| < 1 konvergiert (¢") gegen 0. Damit konvergiert auch die Folge (s;,)
gegen

. 1
lim s, = ——
n—00 ]_—q

— Nachweis der Divergenz fiir |¢| > 1:

Fiir |g| > 1 ist [sp41 — su| = |¢"T!| > 1V n € N. Die Folge (s,) divergiert

folglich.
— Zusammenfassung;:
b fii 1
k=1

divergent fir |¢| > 1

5.2.3 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Konvergenzkriterien fiir Reihen, sind Kriterien, mit Hilfe derer entschieden werden kann, ob
eine Reihe konvergiert, ohne den Grenzwert ausrechnen zu miissen.

Beispiele:

x 1
e Esist Y. — =00
k=1k

Die Reihe heifit harmonische Reihe.

1—1+1+1+1+1+1+1+1+ —1+1+ 1+1 + 1+1+1+1 +..=
k2 3 4 5 6 7 8 T 2 56 7 8) 7

NgE

k

1+1+ 1+1 + 1+1+1+1 +

= = -4+ = —4+-+=-4= e =00

2 4 4 8§ 8 8 8

Die Vergleichsreihe (ersetzen jeder Klammer durch das jeweils kleinste Glied) ist

divergent. Deswegen divergiert auch die harmonische Reihe, da ihre Glieder grofier

sind als die entsprechenden Glieder der divergierenden Vergleichsreihe.
x 1 w2

o Allerdi ist — = —
erdings is /;::1 2 6

Der Beweis wurde von Euler erbracht.
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Quotientenkriterium

Q41 .
aufeinander-

[o¢]
Zur Entscheidung ob die Reihe Y a; konvergiert, werden die Quotienten
k=1 aj

folgender Reihenelemente gebildet und deren Grenzwert lim e

’ bestimmt.
k—oo |l ag

Es gilt dann:

lim
k—o0

‘akH‘ B {q <1 die Reihe ist konvergent

ak g >1 die Reihe ist divergent

Fir ¢ = 1 macht dieses Kriterium keine Aussage.

Beispiele:
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz mit Hilfe des Quotientenkriteriums:
x 1

1. — Anmerkung: (k+1)!=k!-(k+1
5 o5 g (k1) = k- (k1)

18

Eonl
Il
—
5
o

Alternierende Reihe

Eine Reihe heifit alternierend, wenn sie vom Typ

o0
S (=1)F*ap mit  ay > 0 ist.
k=1

Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen

[ee)

Eine alternierende Reihe Y (—1)**1q, ist konvergent, wenn die Elemente die folgenden
k=1

Bedingungen erfillen:

1. Die Elemente sind streng monoton fallend, d.h. a; > ag > az > ...

2. Die Elemente konvergieren gegen Null, d.h.klim ar =0
—00
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Beispiele:

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:

1. § (_1)k+1

5.3 Potenzreihen

Bevor im speziellen Taylor-Reihen betrachtet werden, soll hier der allgemeine Begriff der
Potenzreihe erlautert werden.

5.3.1 Definition

Eine Potenzreihe ist von der Form:

oo
Z apx® = ap + a1x + asx® + asx® + ... (5.1)
k=0

mit Koeffzienten ag, a1, ao,... € R und der Variablen z € R.

Abhéngig von x € R kann diese Reihe konvergieren oder divergieren. Obige Potenzreihe
heilt Potenzreihe mit Mittelpunkt 0.

Eine Potenzreihe mit Mittelpunkt xy hat folgende Gestalt:

Z ar(x — x0)* = ag + a1(x — 20) + ag(z — x0)? + az(x — 20)* + ... (5.2)
k=0

Bemerkung:

Eine Potenzreihe konvergiert immer an ihrem Mittelpunkt, denn:

(o)
fiir x =0 ist Z a,k(O)k = ag
k=0
oo
bzw. fiir x = xg ist > ag(zo — xo)k = ap
k=0
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Beispiele:
o0
.Y 2k =
k=0

[e.°]

> (e - 1)t =

k=0

o

3. § kxk =
k=0

5.3.2 Konvergenzbereich

Unter dem Konvergenzbereich einer Potenzreihe, versteht man die Menge aller z € R,
fiir die die Reihe konvergiert. Auf dem Konvergenzbereich D stellt die Potenzreihe eine
Funktion dar:

o0
p(z) = ap(z —20)F : D= R
k=0
Der Konvergenzbereich ldsst sich einfach mit Hilfe des Konvergenzradius bestimmen:

[e.e)
Der Konvergenzradius 7 einer Potenzreihe Y ag(x — )" ist
k=0

T [
r= lim
k—o0 \akH]

(5.3)

Konvergenzaussage:

o Eine Potenzreihe ist innerhalb des Radius um den Mittelpunkt konvergent, ausserhalb
divergent und an den Randpunkten ist keine allgemeine Aussage mdoglich.

o Mathematische Formulierung:

[e.e]

Ist  der Konvergenzradius der Potenzreihe Y ay(x — o) so gilt:
k=0

fir |z — xo| < r die Potenzreihe konvergiert

fir |z — xo| > r die Potenzreihe divergiert

Die Randpunkte xg + r und x¢ — r sind getrennt zu untersuchen.
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Nachweis:

(o)
Fiir die Reihe Y ap(x — 20)¥ lisst sich nach dem Quotientenkriterium abhingig

k=0
o k+1 1
von lim k1 (z = x0) | = |z — zo| lim @11 = |x — xo| - — folgendes sagen:
k—oo |ag(z — xo)F| koo |a] r

1
fir: 1 > |x — xo| - —, also |x — x| <r konvergiert die Reihe

<

fir: 1 < |x — xo| - —, also |x — x| > r divergiert die Reihe

= =S| =

fiir: 1 = |x — o] - —, also |x — zg| = ist keine allgemeine Aussage moglich

T

o geometrische Darstellung:

divergent ? konvergent ? divergent
| : x
xTo—T o xo+7T

Bestimmung des Konvergenzbereichs:

Fiir die Bestimmung des Konvergenzbereiches einer Potenzreihe sind folgende Schritte
durchzufiihren:

1. Angabe des Mittelpunktes der Potenzreihe

2. Bestimmung des Konvergenzradius

w

. gesonderte Untersuchung der Randpunkte z; = x¢9 + r und 22 = zg — r auf
Konvergenz, bzw. Divergenz

4. Zusammenfassen der Konvergenzmenge aus obigen Punkten 1, 2, 3

Beispiele:

1. Potenzreihe, die fiir alle z € R konvergiert:

ooxk 1

I T =g =0
1!

r = lim | =1 (k+1)

= lim ——~ = lim k+1=00
k—ro0 |ak+1| k—ro0 k! k—ro0

= der Konvergenzbereich ist R

2. Potenzreihe, die nur am Mittelpunkt konvergiert:
o0
S kleab = ap=klzg=0
k=0

o ag] . k! .
r = lim = lim ———— = lim —— =0
k—o00 |ak+1| k—o00 (k‘ + 1)' k—oo k+1

= der Konvergenzbereich ist der Mittelpunkt {0}
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3. Potenzreihe, die nur auf einer Teilmenge von R konvergiert:
= .k
¥ — ar=1,20=0
k=0

1
r= lim el _ =1

k—o0 |(lk+1| koo I

&)
P(1) = 3 1% = co... ist divergent
k=0

P(-1)= Y (-1)F= 1,—1, 1, -1, 1,... ist divergent

= der Konvergenzbereich ist das offene Intervall ]-1,1].

P (x) =1+x+3+%

i .
- Konvergenzbereich

Aufgaben zur Bestimmung des Konvergenzbereichs:

o 1
1. — gk
1;::116
2. 3 (k4 1)z*
k=0
— 1)k
3 @)
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5.3.3 Eigenschaften

Potenzreihen besitzen die gleichen angenehmen Eigenschaften wie Polynome.

1.

Summe zweier Potenzreihen

Die Summe zweier Potenzreihen mit gleichem Mittelpunkt xg ist auf dem gemeinsamen
Konvergenzbereich wieder eine Potenzreihe mit Mittelpunkt zq:

i ar(x — 20)* + i br(z — x0)* = i(ak + by (z — x0)F (5.4)
k=0 k=0 k=0

. Produkt zweier Potenzreihen (Cauchy-Produkt)

Das Produkt zweier Potenzreihen mit gleichem Mittelpunkt zq ist auf dem gemeinsa-
men Konvergenzbereich wieder eine Potenzreihe mit Mittelpunkt xq:

9] 00 00 k
(Z ak(z — l‘o)k> : (Z bi(x — xo)k) =3 (Z anbk—n> (x—xz0)"  (5.5)
k=0

k=0 k=0 \n=0

Stetigkeit einer Potenzreihe

Eine Potenzreihe ist innerhalb des Konvergenzbereichs stetig.

Ableitung einer Potenzreihe

[e.°]
Eine Potenzreihe P(z) = 3 ax(x — 10)* mit Konvergenzradius > 0 ist innerhalb des
k=0

Konvergenzbereichs beliebi_g oft differenzierbar und die Ableitungsfunktion lautet:

P'(z) = i kay(x — xo)F! (5.6)
k=1

. Stammfunktion einer Potenzreihe

o0
Eine Potenzreihe P(x) = Y ax(x — 20)* mit Konvergenzradius > 0 ist im Konver-

genzbereich integrierbar und ihre Stammfunktion lautet:

Pa:da::oo W _(r—z MLy o 5.7
[ Pde =3 2o = (57)




5.3 Potenzreihen 63

Aufgaben:

1. Wo sind die nachfolgenden Potenzreihen definiert? Geben Sie im Definitionsbereich
die Ableitung und die Stammfunktion dieser Potenzreihen an.

o0
a) > P
k=0

b) > (z+1)F

k=0

2. Geben Sie das Produkt nachfolgender Potenzreihe an:
a 5 zk 3 zF
(5705
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Bestimmung aller Ableitungen am Mittelpunkt einer Potenzreihe:

o0
Ist P(z) = 3 ag(x—x0)¥ eine Potenzreihe mit einem Konvergenzradius > 0, dann beschrei-

k=0
ben die Koeffzienten den Wert der Ableitung am Mittelpunkt, denn:

P(z) = > ag(x — o) P(0) = a
k=0
P'(z) = > apk(z — )k P'(z0) = ay
k=1
P'(z) = 3 apk(k — 1)(x — x0)F2 P"(z0) = 2as
k=2
PO () = 3 ark(k —1)(k — 2)(x — z0)*~ P® () = 6as
k=3

PO (z) = é apk(k — 1)(k = 2)o(k — 1+ 1)z — 20)*™" | PM(20) = nlan

Koeffizienten der Potenzreihe

Die Koeffzienten einer Potenzreihe P(x) ergeben sich zu:

B pn) (z0)

ol fir n € Ny (5.8)

an

Beispiel: Ableitung der Exponentialreihe

Wir gehen aus von der tiberall konvergenten Reihenentwicklung

2 .%'3 .’I}4 k

ex:1+x+x—+——|——...: §£
20 3 4l i—o k!

die wir Term fir Term differenzieren:

d . 2.2 3-22 4.23
L 041
@t TV Tt T

Wir erhalten das wohlbekannte Resultat:

Es folgt:
1= P(0) = P'(0) = P"(0) = PG)(0) = PM(0) = PO)(0) = PO(0) = ...
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5.4 Taylor-Reihen

Ist f eine an der Stelle z( beliebig oft differenzierbare Funktion, so kann f als Potenzreihe
um die Stelle xg dargestellt werden. Diese Reihe ist die Taylorreihe der Funktion f im Punkt
xg. Sie ist benannt nach dem Mathematiker Brook Taylor.

In der Analysis verwendet man Taylorreihen, um Funktionen in der Umgebung bestimmter
Punkte durch Potenzreihen darzustellen. So kann ein komplizierter analytischer Ausdruck
durch eine nach wenigen Gliedern abgebrochene Taylorreihe (oftmals gut) angenéhert
werden.

5.4.1 Taylorpolynome

Ist f: 1+ R eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion auf dem Intervall I, dann
gilt:
f(z) = Th(z) + Ry (x)

Dabei ist T}, das n-te Taylorpolynom an der Entwicklungsstelle zq

n k) (g 'z " ™) (z
To=) ! k(u o) (x—mw0)* = f($0)+f (1|0) ($—$0)+f ; 2 ($—$0)2+---+f7(0)(5”—$0
= k! ! !

und dem Rest:

F()
R, = m(x —x0)"™ mit € € [wg,x] (£ = kleiner griechischer Buchstabe Xi)
n !
Bemerkungen:

1. Das Restglied hat die Eigenschaft fiir z gegen xg schnell gegen 0 zu konvergieren,
genauer gilt:

(n+1) —
b Ba L S - 20)

T—T0 (gg — I‘o)n = (n + 1)'

=0 (5.10)

Das bedeutet, je ndher = bei zq liegt, desto besser stimmt das Taylorpolynom 7T}, an
der Stelle x mit der Funktion f iiberein.

2. Fiir die Bestimmung des Restes wird folgende Oberschranke

maXec(zg,z] f(n+1) (6)’
(n+1)!

IR,| < N (5.11)

durch eine Extremwertuntersuchung von f(™+1) auf dem Intervall [zg,z] oder durch

geeignete Abschétzung von f(™1) bestimmt.
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Beispiele:

1. Sinunsfunktion mit 1., 3. und 5. Taylorpolynom an der Entwicklunsstelle zg = 0:

P T F T

-2

-3

pl(x) = x

2. Das 3. Taylorpolynom T3 (p3) der Sinusfunktion an der Entwicklungsstelle z¢ = 0 ist:

23
NI — —

sin(x) 5

nn

. . T 7T . .
Liegt x zwischen v und 1 dann liegt der Fehler bei amBogenmas [ o | X | X [z | =z
sina 0 % %\2 %\3 1
sm(ﬁ) . .’1','4 ? -t \/5 . 7T4 Merkhilfe 1 1 1 1 1
|Rs(2)| = | —> < ; < || <0.011 | WEE |30 |3 |32 |39 e
(3+1)! 4! - 2-24-4 . N FP FPY I
4
tana 0 %\ 3 1 V3 d:"l‘:"l':n

3. Kosinusfunktion mit 2. und 4. Taylorpolynom an der Entwicklunsstelle zg = 0:

/ \ y=cos (x)

N

. y=cos (x)

4. Das 4. Taylorpolynom T der Kosinusfunktion an der Entwicklungsstelle zq = 0 ist:

2 4
x x
~1l——+4+ —
cos(x) 5 + 2
. . 71' U . .
Liegt x zwischen v und n dann liegt der Fehler bei

V27
2.120 - 45

cos(&) - a°

|Ra(x)| = NCESE .

< 0.0018
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5. Im Intervall [0,0.1] soll die e-Funktion durch ein Taylor-Polynom 3-Grades approxi-
miert werden. Wie grof3 ist der Fehler?

2 3 I3
T T e
Es ist e = 1 —+ 4
s ist e +-’L‘—|—2+6+24l'
Den Fehler kann man abschéitzen durch:

0.1

e 2
—0.1% < | =107
24

24

£
e
lx4

<
(3+1)

1
R _ < _ . -4 < -5
| 3($)| = = =1 10 10

6. f(x) :cos(g)

a) Ermitteln Sie das von f(x) um xg = 0 erzeugte Taylor-Polynom 4. Ordnung py(x).

b) Bestimmen Sie das zugehorige Restglied 4. Ordnung Ry(x).
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5.4.2 Taylorreihen

Ist f : T — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion auf dem Intervall I, deren
Restglied R, (xz) — 0 fiir n — oo gilt, dann ist die Funktion als Taylorreihe darstellbar:

[e%e] k)
F®) (o)
x) = Z T(m—xo)k (5.12)
k=0
Beispiele:
Funktion Taylorreihe Konvergenzradius
e mx—k 1+x+x2+x3+x—4+ o
— k! 20 31 4T
2 3 4
x x T
1 1 — 4 =4+ —+ .. 1
n(x+1) :1:+2+3+4+
) 2 2> 2
sin(x) x — §+§_W+"' 00
2 4 6
x x x
cos(x) 1- 54—*.—5—1—... 00
1 2 3 4
l+z+z+a°+2%+ ... 1
1—2z
1 1 1-3
1 1+ -2 — 2 3. 1
+x —|—2$ 2'4m +2'4-6$




KAPITEL 6

Differentialgleichungen

6.1 Motivation

Differentialgleichungen sind mathematische Gleichungen fiir eine oder mehrere gesuchte
Funktionen, in denen eine oder mehrere Variablen, aber auch Ableitungen der gesuchten
Funktionen vorkommen.

Viele Naturgesetze konnen mittels Differentialgleichungen formuliert werden. Bewegungsglei-
chungen, d.h. Gleichungen die die rdumliche und zeitliche Verénderung eines mechanischen
Systems unter Einwirkung duflerer Einfliisse beschreiben sind typischerweise Differential-
gleichungen.

Als Beispiel sei der freie Fall mit genannt. Letzterer wird durch
folgende Gleichung beschrieben:

ma = —mg + kv?

mit m (Masse), a (Beschleunigung), g (Erdbeschleunigung), v (Geschwindigkeit), k (Luft-
widerstand), woraus sich die Differentialgleichung

mo = —mg + kv?

ergibt.

Ein weiteres Beispiel ist das Wachstum, das Vorgéinge beschreibt,
bei denen die momentane Anderungsrate eines Wertes proportional zum Funktionswert
ist.

Beispiel

Ein Behilter enthélt 1000 I einer Fliissigkeit. Nach Offnen eines Ventils lduft Fliissigkeit
mit einer Ablaufgeschwindigkeit von 10% der vorhandenen Fliissigkeitsmenge aus. Wie
lautet die Differentialgleichung die die Fliissigkeitsmenge zu jedem Zeitpunkt im Behalter
beschreibt?

Differentialgleichungen sind daher ein wesentliches Werkzeug fiir die mathematische Model-
lierung (physikalischer) Vorgénge. Und die Methoden zur Losung von Differentialgleichungen
sind somit wichtig zu beherrschen.

Es gibt analytische und numerische Lésungsmethoden. Wir behandeln hier nur die analyti-
schen Methoden, die fiir viele einfache Differentialgleichungen ausreichend sind.

69
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6.2 Definitionen

Eine Differentialgleichung (DGL) ist eine Gleichung, in welcher unabhéngige
Variable, sowie Funktionen und deren Ableitungen von Funktionen auftreten.

Eine Funktion heifit Losung der DGL, wenn sie zusammen mit ihren Ableitungen
die DGL erfiillt.

Fine DGL heifit Differentialgleichung, wenn sie nur Funktionen
einer unabhangigen Variablen enthélt.

Beispiele

o Yy =2x

Die Losung dieser DGL ist: y =
e Yy =1

Die Loésung dieser DGL ist: y =
Y=y

Die Losung dieser DGL ist: y =
« Yy =y

Die Losung dieser DGL ist: y =
e Y +xy=0

Die Loésung dieser DGL ist: y =
o ' = zysin(zy)

Die Losung dieser DGL ist: y =
.« y'=—y’

Die Losung dieser DGL ist: y =

Neben den gewohnlichen DGL gibt es noch die DGL. Sie enthalten partielle
Ableitungen einer unbekannten Funktion von mehreren unabhéngigen Variablen.

Beispiele

® fmz($>y) + fy(xvy) =0
o folz,y) + fy(z,y) =sin(zy)

Wir beschéftigen uns hier aber ausschlielich mit gewéhnlichen DGL.
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6.2.1 Ordnung einer DGL
Definition

Eine gewohnliche DGL hat die

, wenn die hochste in der DGL auftretende

Ableitung die n-te Ableitung ist.

Beispiele
DGL Ordnung
Yy =2x
z+yy =0
y" + 2y =cosx

6.2.2 Explizite, implizite DGL
Definition

Eine gewohnliche DGL heisst
aufgelost ist, sonst

Beispiele
DGL explizit? / implizit?
y =2
z+yy =0
y" + 2y’ =cosx

, wenn sie nach der hoéchsten Ableitung

6.2.3 Anfangswertproblem, Randwertproblem

Definition

Die allgemeine Losung einer DGL n-ter Ordnung enthélt n voneinander unabhéngige
Parameter. Eine spezielle Losung wird aus der allgemeinen Losung gewonnen, indem man
zusdtzliche Bedingungen an die Parameter stellt.

Beim

werden an die Losungsfunktion einer DGL n-ter

Ordnung Bedingungen fiir den Funktionswert als auch fiir die Werte der ersten n — 1

Ableitungen an einer Stelle zy gestellt.

Beim werden an die Losungsfunktion einer DGL n-ter Ordnung
Bedingungen fiir die Funktionswerte an n verschiedenen Stellen gestellt.
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Beispiele

1. Durch die Differentialgleichung s = g1, deren Losungsfunktion zudem der Bedingung
s(0) = 100 geniigen soll, ist ein Anfangswertproblem gegeben.

2. Durch die Differentialgleichung s = g9, deren Losungsfunktion zudem den Bedingun-
gen s(0) = 100 und s(10) = 0 gentigen soll, ist ein Randwertproblem gegeben.

In den folgenden Kapiteln werden Verfahren vorgestellt, mit denen spezielle Klassen von
Differentialgleichungen gel6st werden kénnen.

6.3 DGL 1. Ordnung

Es werden hier spezielle Klassen von DGL 1. Ordnung betrachtet, und geeignete Losungs-
methoden vorgestellt.

6.3.1 Methode der Trennung der Veranderlichen

Die Methode der Trennung der Verdnderlichen kann auf folgende Klasse von DGL ange-
wendet werden:

dy
w = J@y)
dy )
— Y~ f@)de fir gly) £0
9(y)
= [ [ 1) a
—dy = z) dz
9(y) :
Man spricht in diesem Zusammenhang auch von einer DGL. Man

nennt DGL dieser Form deshalb separierbar, weil man die Differentialgleichung so umformen
kann, dass die Terme mit x und die Terme mit y jeweils separat (getrennt) auf einer Seite
stehen.
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Beispiele
1.y + 22y =0

Durch Trennung der Variablen ergibt sich aus ¢y = —2xy:
d 1
—y:—Q:Edw, also /fdy:—2/mdx
Y )
— In|y|= -2+ A
— |y =T = A’

2
— y=+ele®

- Y= Be
2.y = -2y
Durch Trennung der Variablen ergibt sich:

3. y = x3+cosx

Durch Trennung der Variablen ergibt sich:

4. 1y = eYsinz

Durch Trennung der Variablen ergibt sich:
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6.4 Lineare DGL

Lineare Differentialgleichungen sind eine wichtige Klasse von gew6hnlichen Differential-
gleichungen. Linear bedeutet hier, dass die Funktion y und ihre Ableitungen nur linear
auftreten.

lineare DGL 1. Ordnung : Y + fo(z)y = s(x)
lineare DGL 2. Ordnung : Y+ fil@)y + fo(r)y = s(x)
lineare DGL 3. Ordnung : "+ fo(x)y" + fr(2)y + fo(z)y = s(x)

lineare DGL 4. Ordnung :  y + f3(2)y” + fa(z)y” + fi(x)y + folz)y = s(z)

Die Funktion s(z) heifit

Die lineare DGL heif}t , wenn s(z) = 0ist und sonst.

Bestimmen Sie die Eigenschaften folgender DGL:

DGL linear nicht linear homogen inhomogen

y =y

23y —y = 2zy?

Yy — 2y =sinx

y'cosr — ysinz = 1

y/y2+x2 =1

v =y
Yy —z(1+y*) =0

zy +y =Ilnx

v =5ty +1)

6.4.1 Lineare DGL 1. Ordnung

Losungsverfahren fiir eine homogene lineare DGL 1. Ordnung:

v+ f(@)y=0

Die Losung erfolgt mit Hilfe der Methode der Trennung der Variablen:

31/ dy = —f(z) dz
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Beispiel
22y +y=0
1 1 1 1
= Yt+t5y=0 = yY=-%5y = -dy=-—5dz
T T Y T

1 1 1
= /fdy:—ﬁdx = Inlyl=—+A4
y x x

1 1 1
= |yl = ezl —  y=zteder —> y = Bex

Losungsverfahren fiir eine inhomogene lineare DGL 1. Ordnung:

v+ f(@)y = s(z)

Die Funktion s(z) heifit Storfunktion.

Die Lésung einer inhomogenen DGL 1. Ordnung erfolgt in 3 Schritten:

1. Losen der homogenen DGL ¢ + f(z)y = 0. Die Losungen werden mit y; bezeichnet.

2. Bestimmen einer (sogenannten partikuldren) Losung v, der inhomogenen DGL. Dies
kann mit Hilfe der Methode der geschehen, d.h.
die Konstante in der homogenen Lésung wird als Funktion angesetzt und durch
FEinsetzen in die DGL bestimmt.

Dies lauft praktisch stets auf Koeffizientenvergleiche hinaus.

3. Angeben aller Losungen der DGL als Summe aus der homogenen Losungsschar und
der partikuldren Losung y = y5, + yp

Beispiel
v+ J =cos(z)
x

e Losen der homogenen DGL: 3’ + Y—0 fir x>0
x

! 1 1 1 1 1
y__=Z — —dy=——dz — /fdy:—/fdx —
) z Y x Y T

e B
lnfy|=-l(z)+4 = Ppl=— = wm=_

e Bestimmen einer partikuldren Losung mit der Methode der Variation der Konstanten.
Man nimmt an, dass eine Losung der DGL von der Form
B(z)

T

Yp =
ist, und muss nun B(z) durch Einsetzen in die DGL bestimmen.

J B'(x)  B(z)

p _

x 2
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B’ B
Einsetzen in DGL: (z) _ Bl@) + —L— = cos(z)
x x

— B'(z) =xzcos(x) = B(x)=asin(x)+ cos(z)

=y, =sin(x) + cos(@)

T

6.4.2 Lineare DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Ist die Funktion f(x) in der linearen DGL 1. Ordnung ¢’ + f(z)y = s(x) eine Kon-
stante, so spricht man von einer linearen DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten:

Y +ay = s(x)

1. Losung der homogenen DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten Die Losung
von ¥y +ay=0ist y = Ae ® denn:

1 1
y=—ay = -—dy=-—adz = /f:f/ad:p =
) Y

h’l‘y’ =—axr+ B — |y’ — eBefax = y= Ae—ox

2. partikuldre Losung der inhomogenen DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Fiir diese Klasse von DGL kann man die partikuldre Lésung durch Vergleich mit der
Storfunktion auffinden:

Storfunktion Ansatz fiir partikulidre Losung

Polynomfunktion vom Grade n | y, = cpz™ + ... + cx? 4 1z + ¢

Asin(wz) + Beos(wz) yp = Crsin(wx) + Cacos(wz)
Aeb? Yp = Ceb* fir b# —a
Yp = Cze®® fiir b= —a
Beispiel

1.y +2y =222 -4

Die Losung der homogenen DGL ist: y, = Ae™*
Fiir eine partikulire Losung wéhlt man den Ansatz: y, = cox? + 1w + co
Die Koeffizienten cg, ¢1, co bestimmt man durch Einsetzen in die DGL. Es ist
yl’) =2cor + 1
In DGL einsetzen: 2cax + 1 + 2(c22? + c12 + ¢g) = 222 — 4
= 2cox? + (202 + 2¢1)1 + 1 + 2c0 =222 — 4

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich daraus:
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200 = 2 = =1

29 +2c1=0 — c1=-c=-1

c+2cg=-4 — —-142¢c0=-4— co——
Die partikulédre Losung lautet somit:

3
yp=12>—x— =

2
Die Losung der DGL ergibt sich insgesamt zu:
3
y:Ae_Qx—l—mz—a:—g

Bemerkungen

1. Ist die Storfunktion eine Summe aus obigen Storgliedern, so ist der Losungsansatz
die Summe der einzelnen Losungsansédtze. Um die Rechnung dann nicht zu komplex
zu machen, kénnen die einzelnen Teil-Storfunktionen separat behandelt werden.

2. Ist die Storfunktion ein Produkt aus obigen Storgliedern, so ist der Losungsansatz
das Produkt der einzelnen Losungsanséatze

Anwendungen

1. Freier Fall mit Luftwiderstand

2. Wechselstromkreis

6.4.3 Lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Hier ist zum letzten Mal die Moglichkeit gegeben, die Losung elementar zu ermitteln.
Die Konstruktionen in diesem Abschnitt zeigen bereits die Grundziige des allgemeinen
Konzepts.

Eine lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat folgende allgemeine Ge-
stalt.

Y +ay + by = s(x)

Diese DGL heifit homogen, wenn s(z) = 0 ist.



78 6 Differentialgleichungen

Aufgabe

Uben Sie die Begriffsbestimmung an folgenden Beispielen von Differentialgleichungen 2.
Ordnung;:

DGL linear? homogen? Konst.
Koeffizienten?

y//+y/:0

20" +2y +3y=2x+1

Y +xy' +y = sin(z)

y" +y'+ sin(y) =0

zy"+ sin(z)y’ + 2%y =0

yy'+2y=ux

(Ja)*: Sie ergibt sich indirekt aus der Nichtlinearitét.

Losungsverfahren

Das Losungsverfahren fiir diese DGL ist analog zu dem Losungsverfahren von DGL 1.
Ordnung;:

1. Losung der homogenen DGL: yp,
2. Bestimmen einer partikuldren Losung: y,

3. Angabe aller Losungen der DGL: y = y5, + ¥,

Diese 3 Losungsschritte untersuchen wir nun im Einzelnen:

1) Losung der homogenen DGL
Bemerkungen:

a) Sind y; und y, zwei Losungen der homogenen DGL, so ist auch jede Linearkom-
bination

y=Ciy1 + Cayz
eine Losung der DGL.

b) Zwei Funktionen y; und ys heifien linear unabhéngig, wenn die lineare Gleichung
Ciy1 + Coys = 0 nur fiir Cy = Cy = 0 16sbar ist.

c¢) Die allgemeine Losung y einer homogenen linearen DGL mit konstanten Koeffi-

zienten ist als Linearkombination zweier linear unabhéngiger Losungen y; und
yo der DGL in der Form

y = Ciyr + Coyz mit C1,C2 € R
darstellbar.

Mit dem Losungsansatz y = e lisst sich die allgemeine Losung von
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y' +ay +by =0 gewinnen.

A
Mit A=a2—4b und Ay = —% + \g gilt:

A >0 Die allgemeine Losung ist y, = CheM? 4 Chet2®

A =0 Die allgemeine Losung ist y, = C1e* + Coze?®

V—Azx
2

A <0 Die allgemeine Losung ist y, = e 2% (Clsin(

) + C’gcos( —2A33

)

Beispiele

a) ¥ +2y -8y =0
Aus dem charakteristischen Polynom A2 + 2\ —8 =0 folgt:

\ -2+ 4432
12 = ——5
' 2

=—-14+3
Damit ergibt sich die Losung der homogenen DGL zu:
yp = C1e** + Coe™4*

b) v’ — 8y + 16y =0

¢) vV +4y +13y =0
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2) Partikuldre Losung der inhomogenen DGL

Eine partikuldre Losung der inhomogenen DGL findet man abhéngig von der Stor-
funktion durch folgenden Ansatz:

Storfunktion

partikulirer Losungsansatz

Polynom vom Grade n

Yp =cpx" + . Fcox o firb#0
Up = x(cpa”™ + .+ cpr+cg) fiira #0,6=0

Up = 22 (epa™ 4 ..+ erx + o) fiira=b=0

Exponentialfunktion e

yp = Ae® falls ¢** keine Lsg der homogenen DGL
yp = Axe™, falls € eine einfache Lsg der homogenen DGL

Up = Ax2et® falls e eine doppelte Lsg der homogenen DGL

Sinusfunktion sin(5r) oder
Kosinusfunktion cos(3z) oder
Linearkombination aus beiden

yp = Asin(5z) + Beos(px)
falls €% keine Losung der homogenen DGL ist

yp = x(Asin(Bx) + Beos(5r))
falls €% eine Losung der homogenen DGL ist

Produkt aus allen, d.h.

P (x)e“sin(fx)

yp = ¢ Qn(x)sin(Bx) + Ry (x)cos(Fx))
falls e(ct#8)% keine Lsg der homogenen DGL

oder
P, (x)eTcos([x) Yp = 2 (Qp(x)sin(fx) + Ry(x)cos(Bx))
falls (%)% eine Lsg der homogenen DGL
Qn(z) und Ry(z) sind Polynome vom Grade n
Beispiel

Bestimmen Sie eine partikuldre Losung der DGL

y" 4+ 10y — 24y = 1222 + 14z + 1

Als Ansatz wahlt man y, = o2 + 1 + ¢

Um dies in die DGL einzusetzen sind die Ableitungen notwendig:

y;j = 2¢cox + 1, yll,’ = 2¢y

In die DGL eingesetzt, ergibt:

2¢o + 10(2cox + ¢1) — 24(coz® + c12 + o) = 1222 + 142 + 1

Sortieren nach den Potenzen in x, ergibt:

(—24co —12)22 4 (20co — 24¢y — 14)x + (2c2 +10c; — 249 —1) =0

Diese Gleichung ist nur erfiillt, wenn alle Koeffizienten 0 sind:

—24¢c9 —12=0
2002 - 2461 —14=0




6.4 Lineare DGL

81

2c9 +10¢1 —24¢cg— 1 =0

Daraus ergibt sich:

1 14 410 1+1+10
2 9 ) 1 24 ) 0 24
FEine partikuldre Losung ergibt sich somit zu:
Yp = —le —z— 1
P 2 2
Beispiele

y' +y —2y = s(x)

1

2

s(z) Yp

10z 4+ 1

22 —4x+3

3€4x

6e*

xre

3sin(2x)
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Fourier-Reihen

7.1 Motivation

Viele Funktionen (speziell in der Elektrotechnik) sind periodische Funktionen. Fiir diese
eignet sich die Approximation durch Polynome nicht sehr, da fiir grofle x der Fehler sehr
gross ist, denn Polynome streben fiir grofle « gegen Unendlich, nicht aber die periodischen
Funktionen.

Um periodische Funktionen zu approximieren entstand die Idee der Fourierreihen (Fourier
1768-1830). Dies ist die Approximation nicht durch Polynom-Funktionen z" fiir n = 0...00
sondern die Approximation durch trigonometrische Funktionen.

Die Fourier-Reihe ist ein niitzliches mathematisches Werkzeug, das in der Elektrotech-
nik und der Nachrichtentechnik, in der Regelungstechnik, Akustik, der Optik und der
Quantentheorie sowie auch in zahlreichen anderen physikalischen Gebieten eingesetzt
wird.

7.2 Periodische Funktionen

7.2.1 Definition: periodische Funktion

Eine Funktion f : R — R heif}t periodisch mit der Periode P, wenn
f(t+ P) = f(t) fur jedes t € R gilt.

7.2.2 Beispiele periodischer Funktionen

1. Rechteckschwingung mit der Periode 27

-1 firr —7w<t<O
fy=<¢ 0 fir t=-m0,7
1 fir O0<t<m

82
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2 -T ™ 27

2. Kippschwingung mit der Periode 27

f(t):{t fir —7wT<t<mw

0 fir t=-mm

21 - m 27

3. Trigonometrische Funktionen Sinus und Cosinus mit Periode 27
f(t) =sin(t) und f(t) =cos(t)
4. Trigonometrische Funktionen Sinus und Cosinus mit Periode T

f(t) =sin(wt) und f(t) =cos(wt) mit w= 2% =27 f

5. Oberschwingungen von Sinus und Cosinus mit Periode 27

Grundschwingung: f(¢) =sin(¢) und f(¢) =cos(t)
1. Oberschwingung: f(
2. Oberschwingung: f(
3. Oberschwingung: f(¢

(

=Ssin

) (2t) (
) =sin(3t) (
) =sin(4t) und f(t
) =sin(5t) (

=sin

4. Oberschwingung: f

Grundschwingung
1. Oberschwingung
2. Oberschwingung
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6. Oberschwingungen von Sinus und Cosinus mit Periode T’

Grundschwingung: f(t) =sin

1. Oberschwingung: f
2. Oberschwingung: f
3. Oberschwingung: f

4. Oberschwingung: f

—~

wt) und f(t) =cos(wt)

=sin(2wt) und f(t) =cos(2wt)
=sin(3wt) und f(t) =cos(3wt)
=sin(4wt) und f(t) =cos(4wt)
=sin(bwt) und f(t) =cos(bwt)

7.3 Definition der Fourierreihe

7.3.1 Fragestellung

mit w = —
T

Periodische Funktionen f(t) lassen sich in Einzelschwingungen von Sinus und Cosinus,
sowie deren Oberschwingungen zerlegen.

Es gilt:

ao

f(t) = >

+ajcos(wt) + bysin(wt)
+agcos(2wt) + basin(2wt)

+azcos(3wt) + bssin(3wt)

+ ..

ao

konstante Funktion

= 4 f (ancos(nwt) + bysin(nwt))

2 n=1

mit geeigneten Koeffzienten a,, und b,.

Diese Darstellung heifit Fourier-Reihe.

Grundschwingung mit Periode 27 /w
1. Oberschwinung mit Periode 27 /2w

2. Oberschwinung mit Periode 27 /3w



7.3 Definition der Fourierreihe 85

Aus den Sinuswellen

nachgebildetes Signal
(Gebildet aus der GrundschwingunésanS-

und den Oberwellen) Grundschwingung

Nachzubildendes
Rechtecksignal

Oberschwingungen
(Auf der Grundschwingung)

7.3.2 Satz von Fourier

Ist f(z) eine periodische Funktion mit beliebiger Periodenldnge T und erfiillt f die
Eigenschaften

1. f ist im Periodenintervall auf endlich vielen Teilintervallen stetig und monoton

2. in den Unstetigkeitsstellen existiert der links- und rechtsseitige Grenzwert

2

dann ergibt sich fiir die Fourier-Reihe von f mit w = .

o0}
?0 + > (apcos(nwzx) + bpsin(nwzx)) = f(x) fir alle Stetigkeitsstellen x

n=1
a o 1 . . .
— + > (apcos(nwzg) + bpsin(nwzp)) = = lim f(z)+ lim an den Unstetigkeitsstellen
2 n=1 T—x0+ rT—Tro—

Mit Koeffizienten (Amplituden)

o= 2 [ f(a) da
0

T
[ f(z)cos(nwz) dx,
0

'ﬂ\w ’ﬂ\

T
[ f(z)sin(nwz) dz  firn e N
0

'ﬂ\w
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e

Zeit-Bereich
J)

FT Frequenz-Bereich

F(w)
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7.3.3 Hilfsmittel

Fiir die Bestimmung der Fourier-Koeffzienten werden folgende Integrale als Hilfsmittel
bendtigt.

2
Hierbei ist wieder w = % :
T
/cos(nwa;) dz =0 (7.1)
0
T
/sin(nwx) dz =0 (7.2)
0
T
/sin(nwx)cos(mwx) dz =0 (7.3)
0
T 0 fir n#m
/cos(nwx)cos(mw:c) de= < T ) (7.4)
! 3 fir n=m

N 0 fir n#m
/Sin(nwx)sin(mwx) de= ¢T ) (7.5)
a 3 fir n=m

Beispiele:

Geben Sie mittels obiger Gleichungen den Wert folgender Integrale an:

2
1. [cos(bz)dz =
0

2. [sin(3z)dx =

—T

2m
3. [sin(3z)-cos(4x)dx =
0

27
4. [sin(3x)-sin(4x)dzr =
0

2m
5. [cos(3x)-cos(4x)dx =
0
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2m
6. [sin(3xz)-sin(3z)dx =
0

2m
7. [cos(4zx)-cos(4x)dx =
0

2m
8. [sin?(3x)dr =
0

9. [cos?(4r)dx =

—T

1
10. [sin(27x)-sin(27rx)dz =
0

1
11. [cos(6mx)-cos(6mx)dz =
0

7.3.4 Herleitung der Fourier-Koeffizienten

Es sei f eine T-periodische Funktion, die sich durch eine Fourier-Reihe darstellen lésst,
d.h.

Q9 2
flx) = % + Y (ancos(nwzx) + bysin(nwx)) mit w = %
n=1
Dann ist:
T T aop 00
1. [f(x)dz=[ (— + > (apcos(nwzx) + bnsin(nwx)))dx
0 02 =t
T 4o o T
= ?d:r + > (f(ancos(nw:c) + bnsin(nwx))dx)
0 n=1
T a0
=) —dz+0
0 2
_aT
22

und folglich:
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2.

STENE

f(x)cos(mwz)d

T
3. E]ff(:1:)sin(mwa;)da;:

=]
0

T
J
0

(5 +

j
2

a

§ (ancos(nwzx) + bnsin(nwx)))cos(nwx)dm

o0

— 4+ > (apcos(nwzx) + bnsin(nw:c)))sin(nwa:)dx

(5

n=1
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Beispiel:
Rechteckschwingung

-1 firr —7w<t<0
f(t) = 0 fir t=-m 0,7
fir O0<t<m

Berechnung der Fourier-Reihe obiger 2m-periodisch fortgesetzter Rechteckschwingung;:

oy
~
&
o
8

F@)dz + 7 (w)da)

oy

[~ N|= |k

/N /N

1dx — er 1da:>

oy

I
o

27

[ f(x)cos(nx)dx

2

= A=

™

I
o

f f(z)sin(nz)dx

COS

(fsm nz)dr — fsm nx)dx
0

A= = |~ :q\H

1 cos ) 1 1
™ n n n
2 n

= (1= )

{0 fiir n gerade

— fiir n ungerade
nm

Also ist

O}Tcos(n:c)da: - fcos(nx)dx>

)
)

cos(mr

n

O}Tf(x)cos(n;c)dg; + ?f(m)cos(n:p)dx)

(}Tf )sin(nz)dr + f flx sm(nq:)dx)

)
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7.3.5 Bemerkungen

1. Die Fourier-Koeffzienten kénnen berechnet werden durch Integration tiber ein belie-
biges Intervall der Periodenlénge, d.h. es ist z.B. bei einer 27-periodischen Funktion:

1 2w
ap — [ f(z) dz
T 0
=]t
- z) dx
1 2w
an — [ f(z)cos(nz) dz firn € N
T 0
1= .
— [ f(z)cos(nz) dx firn e N
T —r1
1 2w
by, — [ f(x)sin(nz) dz firn € N
T o0
1= . .
— [ f(z)sin(nz) dz firn e N
T -1

2. Die Fourier-Reihe einer geraden (achsensymmetrischen) Funktion enthélt nur gerade
Schwingungen, d.h. b, = 0 fiir n € N.
Diese Fourier-Reihe ist also eine Cosinus- Reihe.

3. Die Fourier-Reihe einer ungeraden (punktsymmetrisch zu 0) Funktion enthélt nur
ungerade Schwingungen, d.h. a, = 0 fiir n € N.
Diese Fourier-Reihe ist also eine Sinus-Reihe.

A A A A
Ul Ul Ul Ul
1 1 1 .
] / ] / ] / U
0 0 0 :
A \/ 1 \/ 1 \/ 1
T T T T T > LA S B 0 —>
0 5 t 0 5 t 0 5 t 0 f
A A A A
Ul Ul Ul Ul
1 1 1 / :
- - - 1 —
0 VANRYANYVANNNISE VAN / 0 ]
Y4 \4 1V ] \/\/ ]
-1 -1 4 i
L— T T T T T > L B R 0 —>
5 t 5 t 0 5 t 0 f
ul ul u} u]
1 1 1 :
] ] ] 1
0 A 0 0 ]
-1 -1 -1 \/\/\/ 1
—T T T T T T T LA N R 0 —>
5 t 0 5 t 0 5 t 0 f
u] ul Tk u]
5 Ko 5 MR I AT
- m . 1 —
0 PAAAFAAAA 0 —_—\y(—}c——'(—)“—é 0 1
-1 -1 -1 \/vvx/ .
—T | T T T T > T T > 0 —>
0 5 t 0 5 t 0 5 t 0 f



92 7 Fourier-Reihen

7.4 Komplexe Darstellung der Fourierreihe

Neben der reellen Darstellung der Fourierreihe gibt es noch die komplexe Darstellung
eines periodischen Vorgangs. Diese Darstellung ist sowohl fiir reelle als auch komplexe
Funktionen méglich.

Mit der Eulerschen Formel

e = cos(t) + i sin(t) (7.6)

kann man die Fourier-Reihen periodischer Funktionen

1ty =2+ S (ancos(nwt)+bysin(nwt))
n=1

folgendermaflen als komplexe Fourierreihe darstellen:

(&)

)= 5 et
mit n:T_OO
1 2 ,
Cn = 7 [ f(t)-e"™t dt fiir allen € Z

Nl

Es gilt folgender Zusammenhang zwischen ¢, und a, sowie by:

ao
0=y
1
cn:cn:§(an i-bp)

1 .
Cop =Cp = i(an—I—z'bn)

1
wobei |c,| = |e_p| = iw/a% + b2 gilt.

Beispiel:
Die Fourier-Reihe der Sdgezahnfunktion lautet in komplexer Schreibweise:

§ Z_(—l)" pint

n=—00;n#0 n

Die Forderung nach einer periodischen Funktion kann man fallen lassen, indem man die
Periode immer grofler werden l&8t. Eine Vergroflerung der Periodenlénge T ist gleich-
bedeutend mit einer Verkleinerung der Frequenz w.

Im Amplitudenspektrum riicken dann die einzelnen Spetrallinien immer néher zusammen.
Durch den Grenziibergang T' — oo ensteht ein kontinuierliches Spektrum. Die unendlichen
Summen der komplexen Fourierreihe gehen durch den Grenziibergang in das Fourier-Integral
iber.
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7.5 Fourier-Transformation

Die Fourier-Reihe ist auch Basis fiir die sogenannte Fourier-Transformation, ein fundamen-
tales Verfahren in der Signalverarbeitung. Durch die Fourier-Transformation lassen sich
Signale von der Darstellung (Zeitpunkt, Abtastwert )in die Darstellung (Frequenzanteil,
Amplitude, Phase) tiberfiihren.

Viele Operationen, z.B. Filter, lassen sich im Frequenzraum leichter durchfiihren. Anschliessend
wird das Signal mit der inversen Fourier-Transformation wieder zuriick transformiert.

In der Numerik lassen sich z.B. Polynommultiplikationen mittels Fourier-Transformation
schneller durchfiihren.

Die Grundidee der Anwendung der Fourier-Transformation in der Mustererkennung (KI) ist,
das Originalbild und das Vergleichsbild in den Frequenzbereich zu transfomieren, um dort
die Spektren der beiden Bilder einfacher vergleichen zu kénnen.

Anwendungen der Fourier-Transformation im Maschinenbau: Regelungstechnik; Analyse von
Motorgerduschen; Schwingungsuntersuchungen im Kraftfahrzeugbau oder Schiffsbau oder Raumfahrttechnil

Anwendung findet die Fourier-Transformation auch bei Datenkompressionsverfahren wie
JPG und MP3 etc. sowie bei Internet-Suchalgorithmen (Google).

7.5.1 Fourierintegral

Wir wissen nun, dass eine T-periodische Funktion, als reelle bzw. auch als komplexe
Fourier-Reihe dargestellt werden kann:

T

f(t) = ao—i—i +

3 (arcos(kwt)+bysin(kwt)) = %O: cpethet
r k=1 k=—o0
2

Dabeli ist

2 1
w:—ﬂundck:

- —ikwt
T T - fe dt

—

Sl

Dies stellt die Zerlegung eines periodischen Vorgangs in eine Summe von harmonischen
Schwingungen, anschaulich charakterisiert durch das Amplitudenstpektrum, dar. Die Frage,
ob auch nicht periodische Funktionen in harmonische Schwingungen zerlegt werden kénnen,
fithrt zum Fourierintegral.

Fine nicht periodische Funktion lésst sich in Gedanken vorstellen, als Grenzfall einer
T-periodischen Funktion fiir T' — oo.

Diese Uberlegung wendet man auf die komplexe Darstellung einer T-perodischen Funktion
an.

Zunéchst ist:

f(t)e et dt

Nl =
g

N

f)= ¥ aetl= ¥

k=—00 k=—00

f(t)e—ikwt dt) weikwt

1

bo
S
il

1 18
8
7 N
N[ =
vl IS
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Die den einzelnen Summanden der Fourier-Reihe entsprechenden harmonischen Schwingun-

2T
gen habe einen Kreisfrequenzabstand von Aw = w = T der mit wachsender Periodendauer

T immer kleiner wird.

Im Grenzfall T — oo wird aus Aw = w ein Differential dw, aus den diskreten Kreisfrequen-
zen kw wird eine kontinuierliche Kreisfrequenz w, die Summation geht in eine Integration
iber.

Aus der periodischen Funktion wird eine nicht periodische Funktion. Damit wird im Grenz-

1 o [1 ) )
fall aus obiger Gleichung: Py J (T [ ft)e=™t dt) et dw
T —o0 —00

Die Funktion
0 .
Fw)= [ f(t)e ™t dt

heifit Spektralfunktion.

Eigenschaften ohne Beweis:

1. Ist die Zeitfunktion f(¢) absolut integrierbar, d.h. es gilt
oo
J 1F@)] dt < oo
—0oQ0

so existiert die zugehorige Spekralfunktion F'(w).

2. Fiir eine absolut integrierbare Zeitfunktion f(t) existiert die folgende Darstellung als
Fourierintegral:

ft)= 217T_Z F(w)e™! dw

Wir haben gesehen, dass sich auch eine nicht periodische Funktion f(¢) in harmonische
Schwingungen auflésen lasst. Im Gegensatz zu einer periodischen Funktion, bei der nur
ganzzahlige Vielfache einer Grundkreisfrequenz w auftreten kdnnen, existiert hier ein
kontinuierliches Schwingungsspektrum, dessen spektrale Verteilung durch die Spektral-
funktion F'(w) beschrieben wird. Anstelle einer Fourierreihe erhélt man das Fourierinte-
gral.

7.5.2 Definition der Fourier-Transformation

oo

Fourier-Transformation : Fw)= [ f(t)e ™t dt
—00

1 ©° )
inverse Fourier-Transformation: | f(t) = Py [ F(w)e™t dw
T —o00

Mit der Fourier-Transformation kénnen beliebige periodische Signale aus sin/cos-Funktionen
unterschiedlicher Frequenz zusammengesetzt werden. Dadurch lasst sich das Verhalten
technischer Systeme, die durch Differentialgleichungen beschrieben werden, unter dem
Einfluss periodischer Eingangsgrofien analysieren.

Die Fouriertransformierte ist eine Funktion von R nach C. Da sie fiir jeden Wert w € R er-
klart ist, spricht man von einem kontinuierlichen Spektrum.



7.5 Fourier- Transformation

Beispiel:

Fourier-Transformation eines Rechteckimpulses.

1 fir —-1<t<l1
ft) = )
0 fiur |¢[>1
A SO
1
7 T

- 2 —>»
Die Fouriertransformierte lautet:

1

Flw)

F(w) :‘Z F(De=t = [ (cos(wt) — isin(wt)) dt

-1

Iy, . 1
» [sm(wt) + zcos(wt)} = 2

= sinc(w)

Dies ist der Sinus Cardinalis.

sin w B
fur
w

fir w=0

Vergleich von Fourier-Koeffizienten und Fourier-Transformation:

Fourier-Koeflizienten

Fourier-Transformation

f:R — C periodisch

f:R — C absolut integrierbar

Fourier-Koeffizienten fur £ € C

f(t)e it at

N~
—ly

Nl

Cr —

Fourier-Transformierte fir w € R

F(w) = _Of Flt)e—it dt

Rekonstruktion von f(t)
durch Koeffizienten der Fourier-Reihe

00 )
Z k- ezkwt
k=—o0

ft) =

Rekonstruktion von f(t)

durch Fourier-Transformation

£ =~ T Flw)et dw

2T 5o
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7 Fourier-Reihen

7.5.3 Regeln fiir die Fourier-Transformation

Signal Fouriertransformierte | Hinweis
f@t), g(t) Fw), Gw)
af(t)+ bg(t) aF(w) + bG(w) Linearitét
f(t—a) e~ (W) Zeitverschiebung
el f(t) F(w—a) Frequenzverschiebung
f(at) L (%) Streck
a Y reckung
F (1) (iw)"F(w) Transformierte der n-ten Ableitung
(f*9)(t) \/2m - F(w) - G(w) | Faltung der Funktion f mit g
1
f@)-g(t) —  (F+G)(w) Produkt der Funktion f und g

5
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7.6 Anwendungen

Die Fourier-Reihe zerlegt eine periodische Funktion in ihre Anteile an Sinus- und Cosi-
nusschwingungen. Mit jedem weiteren Reihenelement der Fourier-Reihe wird der Anteil
der néchst héheren Oberschwingung addiert.

In Optik und Akustik kommen naturgeméafl periodische Schwingungen vor. Zerlegt man
diese in ihre Sinus- und Cosinusschwingungen, so kann man sich schnell Giberlegen, dass
die hochfrequenten Anteile der Fourier-Reihe nicht mehr vom Auge optisch aufgelést, bzw.
vom Ohr akustisch gehort werden kénnen.

Somit werden bei Abbruch der Fourier-Reihe nur die hochfrequenten Anteile der optischen
bzw. akustische Welle ignoriert, die allemal ausserhalb des menschlichen Wahrnehmungs-
vermogens liegen. Aus diesem Grunde ist die Darstellung als Fourier-Reihe die Basis fiir u.a.
die digitale Fotographie, der digitalen Speicherung von Musik.

Durch die Fourier-Transformation lassen sich Signale von der Darstellung (Zeitpunkt,
Abtastwert) in die Darstellung (Frequenzanteil, Amplitude, Phase) iiberfithren. Viele
Operationen, z.B. Filter, lassen sich im Frequenzraum leichter durchfithren. Anschlies-
send wird das Signal mit der inversen Fourier-Transformation wieder zuriick transfor-
miert.

Anwendungs-Beispiele:

1. Numerik

In der Numerik lassen sich z.B. Polynommultiplikationen mittels Fourier-Transformation
schneller durchfiihren.

2. Mustererkennung

Die Grundidee ist, das Originalbild und das Vergleichsbild in den Frequenzbereich
zu transfomieren, um dort die Spektren der beiden Bilder einfacher vergleichen zu
konnen.

3. JPEG

JPEG ist ein Bild-Kompressions-Verfahren beruhend auf der Fourier-Transformation
der Joint Photographic Expert Group. Konkret wird hier eine Darstellung als
Kosinusreihe vorgenommen.

4. FFT

Das Verfahren der schnellen Fourier-Transformation (Fast Fourier Transform) ist ein
Algorithmus zur schnellen Berechnung der Werte der Fourier-Koeeffizienten.

5. Regelungstechnik

In der Regelungstechnik werden fast ausschliefllich Signale im Zeitraum betrachtet
die bei t = 0 beginnen und somit in der Laplacetransformation miinden. Das Grund-
prinzip ist jedoch dasselbe. Signalantworten kénnen so sehr einfach fiir beliebige
Eingangssignale von Systemen im Frequenzbereich berechnet und zuriick in den
Zeitbereich transformiert werden.



KAPITEL 8

Hyperbelfunktionen

8.1 Motivation

Das berithmte Problem der Kettenlinie, das von Johann Bernoulli 1690 gelost wurde, lautet:

Eine Kette oder Schnur, die beliebig gebogen werden kann und nur dem eigenen Gewicht
unterliegt und sonst unbelastet ist, ist zwischen 2 Punkten aufgehéngt, wodurch die so
genannte entsteht.

Durch welche Art von mathematischer Kurve wird diese Kettenlinie beschrieben?

fithrt auf eine Differentialgleichung 2. Ordnung;:

f(x) = Fin/l + f'(x)?

mit ¢ = Gewicht des Seils pro Léngeneinheit

Die Losung fithrt auf den Kosinus-Hyperbolicus

Vor allem im Gebiet der Konstruktion von Hochspannungsleitungen, Briicken oder von
antiken Tempelsédulen kann man dies sehen, aber auch in der Natur in Form z.B. von
Spinnweben.

98
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8.2 Aligemeine Hyperbelfunktion

Definition:

Die Kettenlinie (auch Seilkurve genannt) beschreibt die Kurve eines homogenen Seils ohne
Biegesteifigkeit, welches nur aufgrund der durchhangt.

Sie wird durch eine Hyperbelfunktion (hier: Kosinus-Hyperbolicus) beschrieben, namlich
durch

f(z) = %(e% +e77) (8.1)
mit der Ableitung;:
f(z):= %(ef — 675) (8.2)

wobei a eine positive Konstante ist, die die Steigung und den y-Achsenabschnitt beein-
flusst.

< ¥

8.3 Kosinus Hyperbolicus

Definition:

Es ist schnell festzustellen, dass der Kosinus Hyperbolicus eine gerade Funktion ist.

Dies bedeutet f(x) = f(—=). Die Funktion besitzt bei (0/ — 1) einen Tiefpunkt. Daraus
folgt, dass der Wertebereich von 1 < f(z) < +o0o geht und der Definitionsbereich bei
—00 < x < 400 liegt.
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Cosh ist eine stetige Funktion mit a = 1 fiir die allgemeine Hyperbelfunktion (siehe
vorhergehende und folgende Abbildung).

Die Ableitung ergibt fiir @ = 1 den sinh.

ag(x) = cosh(x)

/ fix) = sinh(x)

8.4 Sinus Hyperbolicus

Definition:

sinh(z) == ———— (8.4)

Hier bemerkt man schnell, dass der sinh eine ungerade Funktion ist, denn f(z) =
—f(=x).

Der sinh ist ebenfalls wie der cosh eine stetige Funktion und besitzt am Punkt (0/0) einen

Der Werte- und Definitionsbereich des sinh erstreckt sich iiber alle Zahlen.

Auch den Sinus Hyperbolicus kann man sich gut anhand der Exponentialfunktion herleiten.
Fiir positive z-Werte dhnelt der Graph stark der normalen f(x) = e* Funktion. Fiir die nega-
tiven z-Werte beschreibt der Graph die Funktion f(z) = —e™*.

Nun fiigt man die beiden Funktionen zusammen und streckt sie wieder um a = 1 und
erhélt nun den Sinus Hyperbolicus.
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8.5 Tangens Hyperbolicus

Bei den trigonometrischen Funktion ist der Tangens der Quotient aus Sinus und Kosinus,
dies ist beim Tangens Hyperbolicus genauso:

Definition:

sinh(z) e*—e™*
tanh(h) := = 8.5
anh(h) cosh(z) e*+e® (8:5)

Der tanh ist ebenfalls eine stetige Funktion mit einem Wertebereich von —1 < f(z) < +1
und einem Definitionsbereich von —oo < x < 4-00.

8.6 Cotangens Hyperbolicus

Definition:

cosh(z) e*+e™® .
th(h) := = fiir all 0 8.6
coth(h) sinh(z) e* —e™® ir alle 2 7 (8.6)

Der coth ist an der Stelle z = 0 nicht definiert, da er dort einen Pol hat. Somit erhalten
wir fiir den Definitionsbereich von coth: —co < z < +00; x # 0 und den Wertebereich:
—o00 < f(z) < —1; 1< f(z) < +o0

y=coth(x)
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8.7 Ableitungen

cosh’(z) =

= sinh(z)

= cosh’(z) = sinh(z)

Fir die weiteren Ableitungen gilt:

sinh/(z) = cosh(z)
tanh/(z) = _
cosh?(z)
1
h(z) = —u—
coth'(@) sinh?(z)

Beim Kosinus- und Sinus Hyperbolicus kann man sich folgendes trivialerweise herleiten:

sinh(z) fiir ungerades n

cosh(z))™ =
(cosh(z)) {cosh(x) fiir gerades n
cosh(z) fiir ungerades n
sinh(x) fiir gerades n

(sinh(z))™ = {

8.8 Zusammenhang zu trigonometrischen Funktionen

Die Hyperbelfunktionen heiflen nicht ohne Grund Sinus, Kosinus, Tangens, usw. Hyperbo-
licus. Sie weisen viele d&hnliche Merkmale auf, die die trigonometrischen Sinus und Kosinus
Funktionen auch besitzen.

Trigonometrische Funktionen Hyperbelfunktionen
sin?(z) + cos?(z) = 1 sinh?(z) — cosh?(z) = 1
Additionstheoreme:

sin(a + B) = sin(«) cos(B) + sin(F) cos(a)  sinh(a + 3) = sinh(«) cosh(F) + sinh(3) cosh(«)
cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(f8)  cosh(a + 3) = cosh(a) cosh(3) + sinh(«) sinh(3)



8.9 Umbkehrfunktionen 103

8.9 Umkehrfunktionen

Definition:

Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen werden als
bezeichnet und mit den Buchstaben ar- abgekiirzt.

Berechnung des arcosh:

x = cosh(A)

in dieser Gleichung muss man nun nach A auflésen

eA + e 4
r = —
2
0 = eA—92x4¢4
0 = e2A—2zed+1
efy = atL,/a?-1

In(x £ /22 —1)
A = In(x+ /22 —1) =: arcosh(z)

Auf dieselbe Art und Weise erhalt man auch die anderen Umkehrfunktionen.

arshinh(z) := In(z+ /22 —1)

1. /1
artanh(z) : = 5111(1 +$> fir |z| <1
-z
1 1
arcoth(z) := §In<1 +$> fir |z] > 1
-z
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8.10 Geometrische Deutung

Man kann die Hyperbelfunktionen nun nicht nur mit Hilfe der Exponentialfunktion de-
finieren, sondern man kann sie, wie auch den normalen Sinus und Kosinus, geometrisch
definieren.

Beim Sinus und Kosinus geschieht dies am Einheitskreis 22 + 2 = 1 und bei den Hyperbel-
funktionen kann man dies an der Einheitshyperbel 22 — y? = 1 konstruieren. Die folgende
Abbildung soll dies verdeutlichen.

22+’ =1 22 —y? =1

COS X COSH' X

LR
sinh x

_,,
n
LETE
= tanx
=
n

Sin X
tanh x

Im linken Bild sieht man die geometrische Definition der Sinus, Kosinus und Tangens-
funktion am Einheitskreis (griin).

In der rechten Abbildung ist der (rechte) Ast der Einheitshyperbel (griin) dargestellt.

Nun legt man eine Gerade durch den Nullpunkt, die die Einheitshyperbel in einem Punkt
schneidet. Man erhélt dann einen Punkt, bei dem der y-Achsenabschnitt gleich dem Sinus
Hyperbolicus ist und der z-Achsenabschnitt der Kosinus Hyperbolicus.

Den Tangens Hyperbolicus erhilt man, indem man von der x-Achse aus eine Tangente an
die Einheitshyperbel anlegt und diese dann die Gerade schneidet.

8.11 Erweiterung auf komplexe Zahlen
Da die Hyperbelfunktionen mit der Exponentialfunktion definiert werden kann betrachtet
man die Formel von Euler:

e =cos(y) + isin(yp)

Fir imagindre Werte x = i¢ erhalt man dann:

cosh(z) = cos(ix)
sinh(z) = —isin(ix)
tanh(x) = —i tan(iz)

coth(z) = i cot(ix)



Mathematik 2: Formelsammlung

Trigonometrie
sinx
sin®x+cos’ x =1 tanx =
cos x
1 2
cos’ x=—-— Sinzxztan—x 1+tan’ x =—
1+tan” x 1+tan’ x cos” x
sin(—x) = —sin(x) sin(m—x)=sin(x) sin(m+x) = —sin(x)
cos(—x) = cos(x) cos(m—x) =—cos(x) cos(m+x) =—cos(x)
tan(—x) = —tan(x) tan(m—x) =—tan(x) tan(n+x)= tan(x)
sin(g—x)=cos(x) sin(§+x)= cos(x)
cos(%—x) =sin(x) cos (§+ x) =—sin(x)
tan(%—x) = cot(x) tan (§+ x) =—cot(x)
sin(x +y) =sinx cosy +cosx siny tanx+tany

faandnn \
Ldll\./k T y) =i

sin(x —y) =sinx cosy —cosx siny 1-tanx tany

cos(x+y)=cosx cosy—sinx siny

tanx —tany
cos(x —y) =cosx cosy+sinx siny tan(x - y) = 1+tanx tany
sin 2x =2sinx cosx 2cos? x =1+ cos 2x
cos 2x = cos® x—sin? x 2sin2 x =1—cos2x
. 2tanx —tan? 2tanx
sin2x=——— c052x=m tan2x=———
1+tan® x 1+tan® x 1-tan’x
sin3x =3sinx - 4sin’ x cos3x =-3cosx + 4cos’ x
) : N xX— sin(x +
smx+smy=25m[ yjcos( yJ tanx+tany:(—y)
2 2 COS X COSY
. . . [ x— X+
smx—smy=25m[ yjcos( Y sin(x—y)
2 2 tanx—tany =——
x4y x—y COSX COS Y
cosx+cosy:2cos( 5 Jcos[ 5 J

Cosx—cosy=—25in(nyJsin(x_y]

N ‘

sinx cosy =%[sin(x+y)+sin(x—y)}
COSX COSY = %[cos(x+y)+cos(x—y)]
sinx siny = %[cos(x—y)— cos(x+ y)}




Elementare Ableitungen

Funktionsklasse Funktion f(x) | Ableitung f(x)’
konstante Funktion c 0
Potenzfunktion 2" mitn € R n-z"t

. 1
Wurzelfunktion NE —

Trigonometrische Funktionen sin(z) cos(z)
cos(z) - sin(z)
1
t
an(z) cos?(x)
1
t
cot(z) -sin? ()
Arcusfunkti in(z) !
rcusfunktionen arcsin(z —_—
V1—a?
1
arccos(x -
(@) 1—2a2
tan(a) 1
arctan(z
1+ 22
t(o) 1
arccot(x
1422
Exponentialfunktionen e e’
a® In(a) - a®
. . 1
Logarithmusfunktionen In(z) —
x
1
loga ()




Elementare Stammfunktionen

Ina

4) /a dm—i—i—C (a>0,a#1)
5) /Sinl’dl’Z—COSZE+C

6) /cosxdx:sina?—i-C

7) /tanxd:n:—ln\cosx|+0

8) /cotxd:v:ln\sinﬂ +C

9)/ do /(1+tan z)dz = tanz + C

cos? x

d
10) /%:/(1+cot2x)dx:—cotx+(}
sin? z

T — o7
11) /sinhxd:c:/de:coshx—i—C

X —X
12) /COShIdI: %dwzsinhx—i—(f

€

T dﬂv—ln|smhx\—|—0

/
13) / tanh z dz = / In(coshz) + C
14) /cothxdw—/

15) / 5 / (1 — tanh®z) dz = tanhz + C
cosh”

16) / 5 / (=1 + coth®z) dz = — cothz + C
sinh” x

arctanx + Cq
17) 5 arctanr = § — arccot z
1—|—x —arccot x + Cy
Artanhx 4+ C} |z| <1 Artanhz = £ In 132
18)
1- xg Arcothz + Co |z| > 1 Arcothz = §In £t
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