Mathematik 1: Ubungsblatt - Lineare Abbildungen 2

1. Aufgabe:
Gesucht sind die Eigenwerte der Matrix A

=[5

Losung:

Rechenansatz

3 0 NEATE A T
-9 6 Yy Yy
Determinante berechnen

|(3—9") —(3-2)-(6-2)—(-9)-0
=X -0x+18

)= o |

Mit Hilfe der Mittemachisformel berechnen wir die Nullstellen dieser quadratischen Gleichung
zu

A1 - 3) Aﬂ - 6;
Dabei handelt es sich um die beiden Eigenwerie der Matrix A.

2. Aufgabe:

Gesucht sind die Eigenwerte und die Eigenvektoren der Matrix A

3 -1 0
A= 2 0 0
-2 2 -1
Losung;:

Berechnen des charakteristischen Polynoms
3—AX) —1 0
xaA)=| 2 (0-2X) 0
—2 2 (-1-X)
S@B-X(0-A)-(-1-A) — (-1-A)-2-(-1)
=-XN4+227 -2

Berechnen (bzw. raten (0,1,-1...)) der Nullstellen

)\1 = 1j Ag = 2, Ag = —1;



Ansatz zum Berechnen der Eigenvektoren:

(A—XNE)x; =0
[/ 3 -1 0 1 0 0 0
2 0 0 |-XN|0 1 0 =10
| \-2 2 -1 0 0 1 0
[/ (3— X)) -1 0 [ 0
2 0—X) 0 y|l=1o
|\ 2 2 (1)) \ = 0
[/ (3—X\)zx —1ly 0z i 0
2z 0—X)y 0z =10
| —2x 2y (—1—=A)z/ | 0

Dieses Gleichungssystem l6sen wir mit Hilfe des GauB-Algorithmus. Um Schreibarbeit zu
sparen, lassen wir dabei Uiberfliissige Informationen weg. Ubrig bleibt:

B-X) -1 0
2 (0—A;) 0
—2 2 (—1—X)

Im Folgenden berechnen wir nacheinander die Eigenvektoren zu den Eigenwerten Aq, A2 und
Az.

A =1

3-1) -1 0

2 (0—1) 0

—2 2 (-1-1)

2 -1 0 2 -1 0 2 -1 0
2 -1 o |I)-I)1 0o o0 o |INH+I)jOo 0 o0
-2 2 =2 -2 2 -2 0o 1 -2

Ausgeschrieben ergibt das

20 —y =20 — z=0,5y
y—2z=0 - y=2z

Daraus folgt: z = 0,5y = 2z

Das vorliegende Gleichungssystem besitzt zwei Gleichungen, aber drei Unbekannte. Das
bedeutet, dass das Gleichungssystem unterbestimmt ist und es unendlich viele Lésungen
gibt. Eine spezielle Lésung erhalt man, indem man fir eine der Variablen einen beliebigen
Wert einsetzt. Wir setzen £ = 1, um den ersten Eigenvektor zu berechnen.

Einsetzen von z = 1 ergibt den Eigenvektor



Ag =2

3-2) -1 0

2 (0-2) 0

92 2 (-1-2)

1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
2 —2 o |m-21lo o o |IIn+2-0){0 o o
9 2 3) 7 \-2 2 3/7 " \o o -3

Ausgeschrieben ergibt das

—32=0 — z=0

Das vorliegende Gleichungssystem besitzt zwei Gleichungen, aber drei Unbekannte. Das
bedeutet, dass das Gleichungssystem unterbestimmt ist und es unendlich viele Lésungen
gibt. Eine spezielle Lésung erhalt man, indem man fur x oder fUr y einen beliebigen Wert
einsetzt. Wir setzen £ = 1, um den zweiten Eigenvektor zu berechnen.

Einsetzen von & = 1 ergibt den Eigenvektor

1
=11
0
A3 =-1
(B3-(-1) -1
2 (0—(-1))
-2 2 (-1—(-1))

4 -1 0 4 -1 0 4 -1 0
2 1 o|IND+IN|2 1 o]|IN-05-0)|0 1,6 0
-3 ——

—2 2 0 0 3 0 0 3 0

Ausgeschrieben ergibt das

4z —y=20 — y=dz
1,5y =0 — y=0
3y=20 — y=0

Die Variablen z und y sind gleich Null. Die Variable z hingegen nimmt einen beliebigen Wert
an. Es gibt wieder unendlich viele Lésungen. Eine spezielle Lésung erhalt man, indem man
z.B. z = 1 setzt. Auf diese Weise erhalten wir den dritten und letzten Eigenvektor.

Einsetzen von z = 1 ergibt den Eigenvektor



3. Aufgabe:

Bestimmen Sie die Eigenwerte und die Eigenvektoren folgender Matrix:
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