Mathematik 1: Zusatziibung - Vektorrechnung

1. Aufgabe:

Die zeichnerische Losung bzw. Interpretation der Addition von zwei Vektoren ¢ + ¥
ist bekannt (Parallelogramm).

a) Machen Sie sich zeichnerisch klar, was U] + U2 + U3 graphisch bedeutet.
b) Was bedeutet es, wenn man weitere Vektoren addiert?
Losung:

Aus der Vorlesung wissen wir: U1

Und schliefilich:

—

3
U1 + U + U3

Damit erhélt man also fiir weitere Vektoren die addiert werden bildlich einen ”Ringschluss”.

Uy + Vo + U3 + U4 + Ty



2. Aufgabe:

Gegeben sind die beiden Vektoren 77 = ( 1 ), Ug = <_3>.

a) Zeigen Sie (ohne Verwendung der Determinante), dass U1 und ¥ linear unabhéngig
sind.

b) Berechnen Sie den von ¢} und ¥ eingeschlossenen Winkel .

Losung:

a) Um zu zeigen, dass v, 02 linear unabhéngig sind, betrachten wir zunéchst die
Linearkombination und setzen diese 0:

MU+ AUy = A (_12> + A2 <_23) = (_1;;1_4_32)\)\22) = (8)
woraus wir die beiden Gleichungen:
A1 —3X =0, —2X\1 +2X2 = 0.
Mit der zweiten Gleichung erhalten wir, dass
22X 42X =0 = 2X =2\ = A=)\ (0.1)
Setzen wir dies in die erste Gleichung ein, so erhalten wir:
AM—3=0 = \N-3\1=0 = =2\1=0 = X =0

und da A; = Ao, siehe (0.1), ist Ao = 0. Somit ist die lineare Unabhéngigkeit
bewiesen. Alternative: Determinante aus ¢} und 5 berechnen -> det ungleich 0.

b) Es ist zunéchst:

B = (12> ' <_23) — 1 (=3)+(-2)-2=-7
— /121 (-2 =5

5] = |<‘3>| — J3r 2=V

Weiter ist per Definition:
U] - U -7

cos(p) = ——-= =
)= ol = Vavis

7
———— ) = 2.6224 ~ 150.26°.
\/5\/ﬁ>

= (p = arccos (

3. Aufgabe:

Gegeben seien die vier Vektoren

(=2 _ (-3 AV _ (sin(1)
“uelr ) 2T v BT me)) T 2

Sind diese vier Vektoren linear unabhéngig?
Losung;:

Hier ist nichts zu tun, denn im zweidimensionalen Vektorraum sind mehr als 2 Vektoren
automatisch linear abhingig.



4. Aufgabe:

Seien
2 3 -7
i=|3], v=|-1|, w=]| 2
3 2 —4

a) Uberpriifen Sie mit dem Gauss-Verfahren, ob die drei Vektoren linear unabhingig sind.
b) Berechnen Sie ¥ x .

c¢) Berechnen Sie [dv].

Losung:
a) Es gilt:
2 3 -7
MG+ AT+ A3 =X [ 5|+ A2 [ -1 +A3]| 2
3 2 —4
21 + 33X — T3 0
= %)\1 — 1 +2X3| =10
3A 42X —4)g 0

Wir erhalten drei Gleichungen. Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 3, die
zweite Gleichung mit -12 und die dritte Gleichung mit -2. Dies fiithrt zu:

61 + 9o — 213 0
—6A1 + 12X —24X3 | = | 0O
—6A1 — 44Xy + 83 0

Nun koénnen wir die erste Gleichung mit der zweiten addieren und die erste auch
mit der dritten Gleichung addieren. Dies fiithrt zu:

61 + 99 — 213 0
219 —45X3 | = | 0
59 — 13X3 0

Multiplizieren wir die zweite Gleichung mit 5 und die dritte mit -21, erhalten wir:

61 + 99 — 213 0
1059 — 2253 | = |0
— 1059 + 2733 0

Addieren der zweiten und dritten Gleichung liefert:

61 + 99 — 213 0
105X 9 — 2253 | = | O
483 0

woraus aus der letzten Gleichung sofort A3 = 0 folgt. Mit Hilfe der zweiten Gle-
ichung folgt auch sofort Ay = 0 sowie mit der ersten Gleichung A1 = 0. Da dies
offensichtlich die einzige Losung der Gleichung ist, sind die drei Vektoren linear

unabhéngig.
b) Es ist:
3 -7 3 -7 4—4 0
ixw=|-1|x| 2 |=|-1|lx] 2 |=|-14+12|=1|-2

2 —4 2 —4 6 -7 -1



c) Es ist:

5. Aufgabe:

Seien

2 0
W) =0T x W= |3 2 |=0-1-3=-4
3/ \-1
2 1
i=|-1|, @=]0
-1 U3

Bestimmen Sie v € R derart, dass gilt:

Losung:

Seien

Nun soll gelten:

1@ x 7] = V/30.

2 1
i=|-1|, @=1[o0
-1 V3
2 1 —U3
UXT=|-1|x|[0]=]|-1-2v3
—1 V3 1

it x ] = \Jv3 + (=1 — 203)2 + 12 = v/30
v3 4 (=1 —2v3)2 +1=130

v+ (=1 —203)2 +1=130

v3 + 1+ 4vs + 4v3 + 1 = 30

505 4 4vs + 2 = 30

502 4 4vs — 28 = 0

Py

4

Mit Hilfe der Mitternachtsformel (oder pg-Formel) erhalten wir:

also v; =2,V =

6. Aufgabe:

L —4+V161560  —4+24

U3

10 10
—% = —%. Wir erhalten also die zwei Losungen:
1 1
_i =10 9 _’2 = 0
2 -

Sei ¢ die Geschwindigkeit eines Teilchens, welches sich durch ein (konstantes) Magnet-
feld mit magnetischer Flussdichte B bewegt (vgl. Werte aus Aufgabe 5) und Fp, die
Loretz-Kraft die auf das Teilchen wirkt. Bestimmen Sie die Ladung ¢ des Teilchens.

Fr=q@@xB)=|—
1
10

N ==

-1|, B=

N O =



Losung:

Seien
2 1
u=|-1 v=10
-1 2
2 1 -2
uxv=|-1|x|10]=1]-5
—1 V3 1
Nun soll:
-9 —1
FL:q(Fxl?):q -5 = —%
1
1 10

1
woraus sich sofort g = 10 (Coulomb) ergibt.

7. Aufgabe:

a) Ein Flugzeug fliegt von A(4; 2; 5) nach B(12; 6; 10). In S(10; 10; 4.75) befindet
sich die Spitze eines Berges.
Wie weit fliegt das Flugzeug an dieser vorbei (minimaler Abstand in km)?

b) Ein Ballon fliegt durch Koordinaten C(13.2; 18.6; 19) und D(3.2; -1.4; 9).
Wie nahe konnte theoretisch das Flugzeug dem Ballon kommen (theoretischer
minimaler Abstand; dieser muss aber nicht dem tatsichlichen minimalen Abstand
entsprechen, da die Zeit hier auch eine Rolle spielt und mit den obigen Angaben
nur der minimale Abstand der Flugbahnen bestimmt werden kann)?

c) Die Ebene E : z — 2y = 4 beschreibt eine Nebelwand.
i. Wie ist die Lage der Nebelwand zur Flugbahn des Flugzeuges?
ii. Welchen Abstand hat das Flugzeug zur Nebelwand?

Losung:

a) Geradengleichung der Flugbahn:

= + mit AB—OB AO
4 12—4 4 8
=2 6 = g:Z=\|2|+r-|4
5 5 5 5



1. Moglichkeit: Punkt-Gerade, Formel aus dem Skript S. 16.

d:
\ |
10 4 . 8
mit ¥ =5 = 10 |; Zo=A=|2]|; d=AB= |4
4.75 ) )
10 -4 8 6 8 8:5+0.25-4 41
(21—2p)xd = 10 -2 x| 4 | = 8 x| 4 | = —025-8-6-5 | = —32
4.75 -5 5 —0.25 5 6-4—-8-8 —40

(1 — @) x @ = /412 + (~32)2 + (~40)2 = v/4305 ~ 65.6

|| = V82 + 42 + 52 =10.25

65.6
= 290 64k
d= 155 ~ 64 km

2. Moglichkeit: Lotfulpunkt-Methode: Berechnung des Lotfulpunktes von S auf g:
B

Flugzeug

F

A
S

Der Vektor von S zu F'ist orthogonal zum Rlchtungsvektor der Geraden g. Da F auf g
liegt, muss es ein r geben, so dass OB AO orthogonal zu AB ist (Skalarprodukt =0):

4 8 10 8

21 +r {4 -1 10 41 =0
) 5 4.75 )

—6 8 8

-8 | +r|4 41 =0

0.25 5 )

—6-8-8-4+4+025-54+7r-(8-8+4-44+5-5)=0
3
—78.75+105-r=0 = r=q
r = 3/4 in g eingesetzt ergibt den Lotfulfunkt, bzw. zunéchst dessen Ortsvektor:

(4 5 (8 10
OF = (2| + 5|4 =| 5
5 5 8.75

Nun muss nur noch der Abstand von S zu F' berechnet werden, bzw. die Lidnge von SF:

SF| = /(51 = 50+ (f2 — 2% + (f3 — 53)?

H
|SF| = \/02 + 52+ (—4)2 = V41 ~ 6.403 Also betrdgt der Abstand ca. 6.4 km.




b) Wir bestimmen die Gleichung der Gerade h, die die Flugbahn des Bal-
lons beschreibt:

— — — —  —
h:Z=0C+s-CD mit CD =0D —0C

13.2 —10 4
h:Z= 1861 +s| =20 =12 +7r-
19 -10 5

h:Z=¥y+ s-de, (Ballon)

Tr+r-dr Flugzeug)

h und g sind nicht parallel, denn die Richtungsvektoren sind keine Vielfachen (oder
identisch):

—10 8
20| =r-|4 hat keine Losung.
—10 5

Also sind die beiden Geraden windschief oder haben einen Schnittpunkt.

Wir berechnen direkt den Abstand (wenn es einen Schnittpunkt gibt, ist dieser eben
gleich 0).

1. Moglichkeit: Formel Abstand zweier windschiefer Geraden Skript S. 17.

1 =) o (@ x )]
(a1 x a3)]
13.2 4 8 —10
mit %o =C=|186]; T1=A=|2]|; di=1|4]; do=]-20
19 5 5 —10
13.2 -4 9.2
(¢ —x1)=| 186—-2 | =| 16.6
19 -5 14
8 —10 4-(=10) —5-(—20) —40 + 100 60
(@xd)=| 4 |x| =20 | = 5-(~10)=8-(=10) | = —-50+80 |=[ 30
5 ~10 8. —(20) — 4 - (~10) —160 + 40 ~120

@1 x @] = /602 + 302 + (—120)2 = v/I8900 ~ 137.48

9.2 60
(3 —x1)o(al xaz)= (166 o] 30 | =9.2-60+ 16.6.-30 — 14 - 120 = 552 4 498 — 1680 = —630
14 —120
1630 ~ 4.58 km

= 137.477



2. Moglichkeit: Lotfullpunkt-Methode. Wir 16sen das Gleichungssystem nach r
und s auf und setzen die Losung fiir 7 in g und die fiir s in h ein. Damit ergeben sich
die beiden Lotfufipunkte, deren Abstand gleich dem der beiden Geraden ist.

Der Verbindungsvektor der Lotfulpunkte steht senkrecht auf beiden Richtungsvektoren.

Lotfulpunkte:
P=g(r), @=h(s)

Berechnung des Verbindungsvektors zwischen Punkten der Geraden:
H
PQ = g(r) = h(s)

Koordinatenschreibweise:

. 4+ 8r — (13.2 — 10s) —9.248r + 10s
PQ=|2+4r—(18.6 —20s) | = | —16.6 + 47 + 20s
54 5r — (19 — 10s) —14 4+ 5r + 10s

Orthogonalitiatsbedingung senkrecht zu g (Flugzeug):

. 8 —9.2+4+ 8r+ 10s 8
PQ-4]=0 — —16.6+4r+20s|-14] =0
5 —14 + 5r + 10s 5

8(—9.2 + 87 + 105) + 4(—16.6 4 47 + 20s) + 5(—105r + 200s) = 210.8
105r 4 200s = 210.8 (1)

Orthogonalitdtsbedingung senkrecht zu h (Ballon):

(-0 ~9.2+48r+10s\ [-10
PQ-|-20|=0 = |[-166+4r+20s| [-20|=0
~10 ~14+5r +10s | \~10

—10(—=9.2 4 87 + 10s) — 20(—16.6 + 47 + 20s) — 2107 — 6005 = —564
—210r — 600s = —564 (2)

Gleichungssystem:
1057 4+ 200s = 210.8 (1)
—210r — 600s = —564 (2)

Losung;:
r=~0.64, s=~0.71

Minimaler Abstand:

. 3.44)
PO~ | —0.88
—2.94

H
d=|PQ| = \/3.442 + (~0.88)2 + (~2.94)? ~ 4.58 km



c)
(i) Wir setzen die Geradengleichung fiir das Flugzeug

4 8
g:r=12|+r-|4 in F:x—2y=4 ein,
5 5
1
oder wir kdnnten auch den Normalenvektor 77 = | —2 | von E mit dem Richtungsvektor
0

von g ’skalar’ multiplizieren.
Wenn das Skalarprodukt 0 ist, sind ¢ und E parallel. Wobei g eventuell sogar in E
liegen konnte.

8 1

4o -2 =8-8+0=0 = Also parallel.

5 0

4

2| in E eingesetzt ergibt einen Widerspruch, womit g ’echt’ parallel zu E ist ("echt’

5
parallel soll hier heiflen, dass g zwar zu E parallel ist, g allerdings nicht in E liegt).

Das wiirde sich auch tiber das Einsetzen von g(x =4 + 8r,y =2+ 4r und z = 5+ 5r)
in E ergeben:

r—2y=4

448r—2-(244r) =4 <= 0 =4 ist ein Widerspruch = ’echt’ parallel.

(ii)

Nun muss nur noch der Abstand eines Punktes von g zu F berechnet werden:

Das machen wir tiber die Hesse Normalform (HNF) von E:

t—2y—4=0 [:v5 dali|=vVI+4+0=15
—2y—4
L
V5
r—2y—4
V5
Wir setzen den Stiitzvektor von g ein:
4—-2-2-4) |4
vh Vs
Also betragt der Abstand des Flugzeugs zur Nebelwand ca. 1.79 km.

HNEF:

d= ist der Abstand eines Punktes (z;y; z) von E.

d= ~ 1.79




8. Aufgabe:

Zwei Flugzeuge fliegen in gerader Richtung. Die Flugbahn des ersten Flugzeuges lésst
sich durch die Gerade

2 3
f1 . Zi" = 2 —|- t . 4
3 0.1
und die des zweiten Flugzeuges durch die Gerade
4.2 3
forZ=166|+t-| 4
3.1 0.1

beschreiben. Wie grof ist der Abstand der Flugbahnen in km?
Losung:

Die beiden Flugbahnen sind parallel, denn die Richtungsvektoren sind identisch (bei
Parallelitat konnten die Richtungsvektoren allgemein natiirlich auch Vielfache sein).

1. Moglichkeit Punkt-Gerade, bei parallelen Geraden, Formel aus dem Skript S. 17.

4 =) xa
|dl
4.2 2 3
mit o =1661; 1 =12|; a=1 4
3.1 3 0.1
4.2 -2 3 2.2 3 4.6-0.14+0.1-4 0.06
(zp—d)xa =] 6.6—2 [x 4 = 4.6 |x 4 = 01-3—22-0.1 =1 0.08
3.1-3 0.1 0.1 0.1 2.2-46-3 -5

(5 — 1) x @ = 1/0.062 + 0.082 + (~5)% ~ V25.01 ~ 5

@) = /32 +4240.12=v25.01 ~ 5
d= > =1 km
5
2. Moglichkeit Lotfulpunkt-Methode: Es geniigt, den Abstand eines Punktes

P von fy (z.B. von P(4.2; 6.6; 3.1), was sich aus dem Stiitzvektor ergibt) zu fi zu
berechnen. Hier kénnen wir wie bei 7a) vorgehen:

2 3 4.2 3
21+t 4 | —16.6 -1 4 1=0
3 0.1 3.1 0.1

—2.2 3 3

—46|+t]| 4 -1 4 [ =0

—0.1 0.1 0.1

—2.2-3-46-4701-014+¢-(3-344-440.1-0.1)=0
—25.01 +25.01-¢t=0 womit t=1 ist.

t =1 in f; eingesetzt ergibt den Lotfu3funkt, bzw. zunéchst dessen Ortsvektor:



R 2 3 5
OF=|2|+1-|4|=]6
3 0.1 3.1

Nun muss nur noch der Abstand von’S’ zu F berechnet werden, bzw. die Linge von PF":

PE| = /(i = p0)? + (f2 = p2)* + (f3 — p3)?

\PF| = \/(5 —42)24(6-6.6)2+(3.1-31)2=V1=1

Also betriagt der Abstand der Flugbahnen 1 km.



