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Zielsetzung

Dieses Skript ist fiir den 6-wochigen Mathe-Booster 1 des IWT erstellt.

Der Mathe-Booster erstreckt sich iiber 6 Wochen (6 Abendtermine & 1.5 Stunden) und wendet
sich an Studienanfanger*innen der Fakultat Technik der DHBW Ravensburg, die nach einem
Fingangstest der Hochschule erkennen lassen, dass ihre Kenntnisse aus der Schulmathematik
bislang nicht gefestigt genug sind, um den Anforderungen des technischen Studiums gewachsen
zu sein.

Ein starker Fokus liegt daher in diesem Kurs auf der Festigung der mathematischen Grundlagen
durch intensives, betreutes Rechnen. Der Kurs wird begleitet durch erfahrene Mathematikdo-
zenten.

Ziel:

Ziel dieses Kurses ist es, die vorhandenen mathematischen Kenntnisse und Féahigkeiten durch
intensive Ubungen nochmals zu wiederholen und das mathematische Grundlagenwissen zu
festigen.

Kursinhalte:

Die Inhalte sind auf die Erfordernisse der technischen Grundlagenficher der Fakultdt Technik
der DHBW Ravensburg ausgerichtet. Der Fokus liegt auf Ubungen zu elementaren Grundlagen,
da diese die Basis fiir alle weiteren Schritte sind.

Durch Thre Teilnahme erreichen Sie so eine optimale Begleitung der Vorlesungen in den ersten
Techniksemestern. Die Grundlagen der Mathematik sind fiir alle Studiengénge sowie deren
unterschiedliche Féacher wie z.B. Elektrotechnik oder auch Mechanik bis hin zur Konstruktion
relevant.



KAPITEL 1

Grundlagen

1.1 Mengen
Schreibweise:
M ={1,2,3} aufzdhlende Form einer endlichen Menge
M=1{123,..} aufzdhlende Form einer unendlichen Menge
M = {z|x mit der Eigenschaft} beschreibende Form
0 oder {} leere Menge
2 oder {} Gesamtmenge

Mengenoperationen/relationen:

Vereinigung U Durchschnitt N

Differenzmenge \ Komplementmenge A

Teilmenge C Obermenge D

Element der Menge € nicht Element der Menge ¢
Intervalle:

[a;b] = {x|a < x < b} geschlossenes Intervall
(a;b) = {z|a < x < b} offenes Intervall

(a;b] ={z|la < x <b} halboffenes Intervall
[a;0) = {z]a <z < b} halboffenes Intervall

Bestimmen Sie die folgenden Mengen
a) (—00;4) U [4;00)

b) [-4;2)N[0;4)

c) (—o00;4)N[3;00)

d) (—00;4) U[3;00)

e) [-42)n[0;2)

f) (=2;2)N[2;4)
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Beschreiben Sie die Mengen, die in den folgenden Venn-Diagrammen gelb unterlegt
sind (ohne Negierungen).

a) b)
Q 0N

c) d)
0 )

e) f)
() QP

g) h)
“S
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1.2 Zahlen
Zahlenmengen:
N={1,2,34,...} natiirliche Zahlen
No ={0,1,2,3,4,...} natiirliche Zahlen mit 0

z=H{.,-2,—-1,0,1,23,..} ganze Zahlen
R un- endliche Dezimalzahlen reelle Zahlen

C komplexe Zahlen (1. Semester)
Relationen zwischen Zahlen:

a=0b agleichd a#b aungleich b

a<b akleiner b a <b a kleiner oder gleich b

a>b agrofler b a>b a grofler oder gleich b

Rechenregeln fiir Zahlen:
Kommutativgesetz a+b=0b+a ab = ba
Assoziativgesetz (a+b)+c=a+((b+c)=a+b+c (ab)c= a(bc) = abc
Distributivgesetz  a(b+ ¢) = ab+ ac

Vorzeichen:
Ein Vorzeichen

9

entspricht einem Faktor (-1)

—(a+b)=—-a-»b —(a—b)=—-a+b
—la) = (mab =el=b) b= {—a)=b)
b b b b —b

(—a) a™  fur n gerade
—a —
—a™ flir n ungerade

Rechenregeln fiir Briiche:

a ac

Erweitern 7= e b,c #0
Kiirzen % = % b,c # 0
Addieren % T 2 = Zg + ccilz = a;le(; ZC b,d # 0
a ¢ a c ad — be
Subtrahieren 3 a0 B ba b,d # 0
Multiplizieren % . 2 = % b,d # 0
Dividieren % : 2 = % . % = Z—Zl b,c,d # 0
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Vereinfachen Sie folgende Briiche

322 — bx x 5
o v — _~ fir x <
a) 10 — 62 > 11117&3
b) 2a2+6b2_ B 2
at —9pt a2 —3p2
22— Tx + 12 r—4
B e — e f :
R BN P cip T3
1 1
Qo o b _a+b
) T1- = —a
a b
a?  be
2 '8 _ :j;p-42 b 0
2 8a? + 2bc TR e
a N a
f) £Lj;JATAQ;:QL _ — 9,2
a?—1

Multiplizieren Sie folgende Briiche mit -1

a—2> b—a
a) = =
a—+c a—+c
a+b a+b
b = fr—
) —c—d c+d
o) a—b_ _b—a
c—d c—d

Stellen Sie nach R um; berechnen Sie den Gesamtwiderstand; bringen Sie auf
einen Bruch

R Ry Ry
-1
1 RiRy + R3Ry + R3R:
b) R=|—+— + R3 = _ 1w 3] 3112

(77
()

_ RiRoR3 + RiRoRy + R1R3R4 + RoR3Ry
(R] + R2><R3 + R4)
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Stellen Sie nach R; um

Ry R R,

= U, — I
Ri+Ry, ' Ri+Ry’

Us

Losungsweg:

Tipp: Die Gleichung sollte so umgeformt werden, dass R; nur an einer Stelle in der Gleichung
steht. Dazu empfiehlt es sich, zunéchst die Briiche zu beseitigen:

Tipp: Sortieren Sie nun die Gleichung, indem Sie alle Terme mit R; auf eine Seite bringen:

Tipp: Klammern Sie anschlieBend R; sowie Rs aus:

Stellen Sie nach g um

F
P=—F"-— —
d
dr| - h
Losungsweg:

Tipp: Um leichter nach p umstellen zu konnen, sollte man als Erstes mit dem entspre-
chenden Term multiplizieren, danach steht p im Zéahler:

Tipp: Bringen Sie alle Terme, in denen g nicht vorkommt, auf die andere Seite der Gleichung;:

Tipp: Es ist immer ratsam, die Terme soweit wie moglich zu vereinfachen, in diesem Fall
durch Bilden des Hauptnenners. Schlielich muss noch durch A dividiert werden:

AF — d*>zP

und damit: n= 1dePh
™
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Stellen Sie nach g um

H
1—4—p D\’
FL:_I;.F,C(_)

1+4-
+du

Losungsweg:

Beachten Sie,dass p an zwei Stellen in der Formel vorkommt. Um nach p umstellen zu
kénnen, darf p nicht im Nenner stehen. Deshalb sollte zunéchst auf beiden Seiten mit
(1+ 4% p) multipliziert werden:

Nun wird auf beiden Seiten ausmultipliziert:
Es bietet sich an, bereits zu kiirzen und zu vereinfachen, um die Ubersichtlichkeit zu erhéhen:

Zur weiteren Vereinfachung werden auf einer Seite der Gleichung alle Terme sortiert, die p
enthalten, alle anderen Terme auf der anderen. Ziel ist es, p auszuklammern:

Um die Ubersichtlichkeit eines Terms zu erhéhen, werden Doppelbriiche i. d. R. beseitigt und
es wird weitestgehend gekiirzt:

 FD* - Fpd?
W= 4(Fihd + F HD)
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Zahlensysteme:

1001 1111 Binérzahlen Dualsystem

A0 FF 89 1111 Hex-Zahlen Hexadezimalsystem
103,234 Dezimalzahlen Dezimalsystem

Wandeln Sie die angegebenen Zahlen in ein anderes Zahlensystem um

) 1001 1111 als Hexadezimalzahl =
) 1001 1111 als Dezimalzahl =

c) A0 FF als Dezimalzahl =
)
)
)

a

o

o8

AQ FF als Binarzahl =

32 als Hexadezimalzahl =

)

f) 33 als Binarzahl =

1.3 Binomialkoeffizienten, Fakultaten

Binomische Formeln:

(a +b)? = a?®+2ab+V?

(a —b)? = a%—2ab+ b

(a+b)(a—b) = a®—b?

(a+b)? = a®+3a%b + 3ab® + b?

(a—b)3 = a®— 3a%b+ 3ab® — b3

(a+ b)* = a* +4a®b + 6a%b? + 4ab3 + b*
(a—b)* = a'—4a3b + 6a%b* — 4ab> + b*

Pascalsches Dreieck:
Jeder Eintrag im Pascalschen Dreieck ist die Summe der zwei dariiberstehenden
Eintrage

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
Binomialkoeffizienten:

ny mn-(n-1)..-(n—k+1) n!

k] 1-2..-k k- (n—k)!

entspricht dem Eintrag im Pascalschen Dreieck in Zeile n an der k. Stelle (Zahlung
beginnt jeweils mit 0)

Die Koeflizienten der Binomischen Formeln sind die Binomialkoeffizienten.

Die Fakultat einer nattrlichen Zahl n ist das Produkt aller nat. Zahlen von 1 bis n

| 1 firn=0
n! =
1-2-...-n fuirn>0




1.4 Potenzen und Wurzeln

Berechnen Sie folgenden binomischen Ausdriicke

a) (z+3)3=
b) (2x—1)3=
c) (z+1)*=
d) (z—-1)=

Erganzen Sie die nachfolgenden Summen zu einem binomischen Quadrat

a) 2?+dr+.. = = (z+2)?
b) 42?4+ 8xy+ .. = = (2z + 2y)?
¢) 16a2+64b+ ... = = (4a+8?%)
2
d) 22 —ay+..= = <J;—%y)
e) xt-8z%y+..= = (22 — 4y)?
f)  —da?+16xy* + ... = = —(2x — 49?)?
2 _ _ B _V3Y?
g) 222 —2z\By+..= = (V2z ﬁ>
3 2
h)  2a+3v2ab+ ... = = (\/271+§ﬂ)
i) 0.004a* + 0.008ab? + ... = = (0.02a + 0.2b?)?

1.4 Potenzen und Wurzeln

Potenzen und Wurzeln:
Eine Potenz besteht aus der Basis a € R und dem Exponenten (Hochzahl) n,m € Ny

m
gleiche Basis a™ - a" = a™mt" g _ g (a”) = @i
an
n
a™ a
leicher E t a™-b" = (ab)" — = |-
gleicher Exponent a (ab) o (b)
Spezialfille:
@’ =1l al =a al==

Rechnen mit Wurzeln:
Fiir a > 0 und n € N besitzt die Gleichung a = x™ genau eine nicht negative, reelle
Losung, die als n-te Wurzel aus a bezeichnet wird: {/a

Ya=a fa=va  Wa=a

{L/a{l/l;:nab {l\;g:nz mW: n% a%:"ak:(%)

3=
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Sei a > 0. Vereinfachen Sie

Vat =

h) a2 Va=

Vereinfachen Sie so weit wie moglich durch Anwendung der Potenzgesetze:

5anbn+402n+1 3a"~1p3entl
abxn+1yn+22n+3 : 2{L‘y2_”23_”
Losungsweg:

Als Erste sollte der Doppelbruch umgeschrieben werden:

Um die Ubersichtlichkeit zu erhéhen, sollte man den Term sortieren:

Gesetz fiir die Multiplikation bzw. Division von Potenzen gleicher Basis anwenden:

10
3

anf(lJrnfl) . bn+47(1+3) _C2n+17(n+1) _:L.lf(nwtl) .

Y

2—n—(n+2) .

53—n—(n+3)
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Vereinfachen Sie so weit wie moglich durch Anwendung der Potenz- und Wurzel-
gesetze:

125a"b! 175a%p!®
13821048 = 922948

Losungsweg:

Zuerst wird der Doppelbruch beseitigt und ein einziger Bruch hergestellt:

Statt direkt zu kiirzen, sollten Sie zuerst Zihler und Nenner sortieren, um damit die Uber-
sichtlichkeit zu erhéhen und Fehler zu vermeiden:

Treten in derartigen Ausdriicken ganzzahlige Faktoren auf empfiehlt es sich, diese durch
Zerlegungin Produkte mit Primzahlen (Primfaktoren) umzuschreiben.

Primzahlen nennt man natiirliche Zahlen (ohne null und eins), die nur durch eins oder sich
selbst teilbar sind: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31...

Fir die Zerlegung einer gegebenen Zahl in Primfaktoren werden ihre ganzzahligen Teiler
beginnend mit 2 in wachsender Reihenfolge der Primzahlen ermittelt.

Oft sind diese Faktoren mehrfach vorhanden, wodurch entsprechende Potenzausdriicke entstehen:
125 =

92 =

138 =

175 =

Durch die Anwendung von Potenzgesetzen kann man als Néachstes im Zahler und im Nenner
die Faktoren mit den Zahlen zusammenfassen bzw. kiirzen;

10
21

Die separate Berechnung erhoht die Ubersichtlichkeit und verringert etwas die Schreibarbeit.
In den weiteren Schritten darf man das Einfiigen dieses Quotienten nicht vergessen.

Tipp: Oft hilft es, die Terme mit gleicher Basis einzeln zu betrachten, damit besser er-
kannt wird, welches Potenzgesetz angewendet werden kann:

10 o

Das Endergebnis lautet demnach: — - —
21 b'x
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1.5 Logartithmen

Als Logarithmus einer positiven Zahl x bezeichnet man den Exponenten, mit dem

man eine festgelegte Basis b potenzieren muss, um die angegebene Zahl z zu
erhalten, d.h.
y = logy(z) ist die Losung von oY = x

Wichtige Basen:
b=2 y=Ib(z) dualer Logarithmus
b=10 y=lg(x) dekadischer Logarithmus
b=e y=In(zx) natiirlicher Logarithmus

Umrechnung der Basen:

oz (0) =

Rechenregeln:
log(ab) = log(a) + log(b) log(%> = log(a) — log(b)

Vorsicht: log(a + b) # log(a) + log(b)

Vereinfachen Sie folgende Terme

a) e¥-e’ =
21’
X
c) log<2x_1) =
d) 673" =
e) a_ﬁ.aﬁ =

f)  In(zye*) =

g) éln(a?’m) — (m —1)In(a) =

Losen Sie nach x auf

a) 10%-100°73.3°=10° = o= =a+2b— 6+ clogio(3)
4 2
b) m—x=0= x = logs(2)

C) 15=3"4+9 — z= :10g3(2)+1



1.5 Logartithmen

13

Wie lautet der Exponent zur Basis e von

a) 7=

b) 10%e® =
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1.6 Zahlenfolgen

Eine Zahlenfolge, oder kurz Folge, ist eine Aufzédhlung von unendlich vielen fortlau-

fend numerierten Zahlen: a1, as, ag, ...

Mathematische Definition: Eine Folge ist eine Abbildung
a:N— R mit n — a,

Eulersche Zahl e: .
1

Die Eulersche Zahl ist der Grenzwert der Zahlenfolge: (ay) mit a,, = <1 4k >
n

n—oo

n
1
e = lim (1 + ) ~ 2.718
n

Bestimmen Sie die ersten 3 Elemente folgender Zahlenfolgen

a)  ap = !
n+1

b) a,=2n

c) ap=2n+1

d) a, = cos(nn)

e) ap=n!

f) anp=(-1)"

g) ap,=4n+1

h) an,= sin(n%)

Konnen Sie eine Regel angeben, nach der sich folgende Zahlenfolgen berechnen?
a) (ap) =(1,2,4,8,16,...) =

b)  (an) = (0,1,0,1,0,...) =
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1.7 Gleichungen

Eine Gleichung beschreibt eine Aussage tiber die Gleichheit 2er Terme, was mit einem

Gleichheitszeichen dargestellt wird Losen von Gleichungen, bedeutet die Bestimmung
aller Werte der Unbekannten, fiir die die Gleichheit der Terme erfillt ist.

Lineare Gleichungen:
Bei linearen Gleichungen kommen die Unbekannten ausschliesslich in Linearkombina-
tionen vor
1 Unbekannte: Auflésen nach der Unbekannten durch dquivalente Umformungen
2 Unbekannte: Losen durch Einsetzungsverfahren, Gleichsetzungsverfahren
> 3 Unbekannte: Losen durch Gauf3-Verfahren

Gauf3-Verfahren:
Das Gauf-Verfahren wird in 2 Schritten durchgefiihrt

1) Durch Zeilenumformungen
o Eine Zeile, oder das Vielfache einer Zeile wird zu einer anderen Zeile addiert
e Zwei Zeilen werden vertauscht

wird das Gleichungssystem in Stufenform gebracht ( in jeder Zeile wird eine
weitere Variable eliminiert)

2) Durch Einsetzen wird ausgehend von der letzten Zeile eine Variable berechnet
und in die dariiberliegende Zeile eingesetzt

Losen Sie folgende lineare Gleichungen

a) 2x+y=3 =

3r -2y =8 — x =2
b) 3z+4y=11 = y=2
r—2y=-3 — Tr = =1
c) x—6y=-3 = = =3
2 —y=4r -7 = y=1

Losen Sie folgende linearne Gleichungssysteme

Ty z =

a) 3z+3y— z=5 =
dr+5y+ 2z =-1 I
2 —by+T72=9 II
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b)

c)

T+ y+ z2=1 =
T+ 2y +32=2
r+4y+72z=4

3z — 2y =1 =
—2r+y—2z=1
—2y+ z=1

2x+4y+2z2+u=2 =
3r—3y+ z =—6

r+ y—2z =8

dr —2y+ 3z = —-10

3y=-23+14=-9
—y=-3

3r —9+2=5

— =4

Losungsgerade:

0 1
T=| 1 | +t| -2
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D[ =D G

Quadratische Gleichungen:

o abc-Form:

—b+Vb? — dac

2a

az’® + bz + ¢ = 0 hat 2 Losungen T12 =

e pg—Form:
2% 4+ pr + ¢ =0 hat 2 Lésungen z12 = -5 £,/(8)2 — ¢

(2 verschiedene Reelle, 2 identische Reelle oder zwei konjugiert Komplexe)

Losen Sie folgende quadratische Gleichungen

a) 224+8r+15=0 = 115= = -3;-5
) 1

b) 92°+6zx+1=0 = z12= =—3

) 22-22+5=0 = wi,- =1+2i

Gleichungen mit Briichen, Wurzeln, Betragen, Logarithmus, Exp.funktionen:

Bei Gleichungen mit Briichen, Wurzeln und dem Logarithmus ist zunéchst der De-
finitionsbereich festzulegen. Nur Losungen im Definitionsbereich sind Lésungen der
Gleichung.

e Gleichungen mit einer Unbekannten im Nenner werden durch Multiplikation mit
dem Hauptnenner zu einem einfacheren Gleichungstyp umgeformt.

e Bei Gleichungen mit der Unbekannten unter einer Wurzel, wird zunéchst die
Waurzel isoliert und anschliessend die Gleichung quadriert. Da Quadrieren keine
Aquivalenzumformung ist, muss die erhaltene Losung in der Ausgangsgleichung
iberpriift werden.

o Befindet sich die Unbekannte in einem Logarithmus oder einer Exponential-
funktion, so wird jeweils die Umkehrfunktion auf die Gleichung angewandt.

Bestimmen Sie die Losungsmenge folgender Gleichungen

20 — 4 6x 2
g e x _4/\/. -
8 71 " 3-2 T7 v73

O] =
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b) =% st At A
r+1 z+4 . .
.%1’2::&2
St +6 22 -9
_ 7= -1
c) - 1 T=0 — x =10
3
d) Vi+a2-2=2 <+ v=1
e) z+3Wr—1=1 <=
== T2 = =10;1
z—1 1 6—x
f = — = T F#2NTH# -2
) T e w1 r#2NT
2
:>.T172 :g;—?)
g) V2zx—24+3=1 <+
— T2 = keine reelle Losung
h) V3x2—-1=VT2-3 <+
x = 2 ist Losung
i) Vve+4d=24+Vzr—-2 =
9. . .
z= ist eine Losung
>+ 3
j) Im@2z-3)=- = x—\/g;_
k) In(z?)=4 = r = e?
1
1) ln(x—\/é):§ = x=2/e
e—a:
m) -3=0 = r = —In(6)
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n) e = e

10

T12 =

=95;—2
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1.8 Aufgaben

Berechnen Sie den Gesamtwiderstand folgender Schaltungen

R= =62 2
b)
400
882
472
880
950
250
R=
~ 129.08 12

Adiabatische Zustandsanderung

rk—1 rk—1
Bei adiabatischen Zustandsénderungen idealer Gase gilt: o _ P
w13

Nun komprimieren Sie die Luft in einer Luftpumpe auf den doppelten Druck po = 2p;.
Auf welche Temperatur T5 erwérmt sie sich, wenn vorher 77 = 300 Kelvin gilt? (x = 1.4).
Losungsweg;:

Gegeben:

P2 = 2p1

T, =300 K

k=14

Nach 75 umstellen:

Werte einsetzen:

Ergebnis:
T =~ 366 K

Die Luft erwarmt sich auf ca. 366 K (etwa 93 Grad Celsius).



